Der logarithmische Zirkel
Werner H. Rudowski
Einleitung

Addiert man die Logarithmen zweier Zahlen, so liesn aus der Logarithmentafel das
Produkt der Multiplikation beider Zahlen ab. Wieealkerhalt man den Logarithmus der
Summe zweier Zahlen, von denen jeweils der Loganthbekannt ist?

Bekanntlog aundlog b

Gesuchtiog (a + b)

Naturlich konnte man die Numeri beider Logarithnmaichschlagen, sie addieren und zu der
Summe den Logarithmus aufsuchen. Einen einfach&veg hat man Anfang des 19.
Jahrhunderts gefunden: die Additions- und Subwaktogarithmen. Ein ungewdhnliches
exotisches Nebenprodukt davon ist diegarithmische Zirkel (Bild 1), mit dessen Hilfe
Aufgaben graphisch geldst werden kénnen.

Bild 1: Modellsammlung des Maematischen Instituts, Universitat Gottingen

Um ihn zu verstehen, missen zunéchst die Additiomsl Subtraktionslogarithmen kurz
erlautert werden.

Additions- und Subtraktionslogarithmen

In seinem Beitrag ,,C.F. Gaul3 und die Logarithmetj‘fjat Dr. Klaus Kihn Geschichte und
Wesen dieser heute weitgehend unbekannten Logamitlamsfihrlich behandelt. Erstmals hat
sie 1806 EoNELLI entwickelt und beschriebenag FriEDRICH GAul3 hat sie 1812 popular
gemacht und einfachere Tafeln herausgegeben — miekguworden alsGaullischelLoga-
rithmen[2]. Diese Tafeln haben drei Spalten, bezeichnd® And C (Bild 2).
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Graphisches Rechnen mit der Additionskurve

Fur das graphische Rechnen, z.B. in der StatikDiratRupoLF MEHMKE, Professor an der
Technischen Hochschule Darmstadt, erstmals 1888riZeitschrift Civilingenieur, Band 35,
Seite 620 eine Additionskurve eingefuhrt

(Bild 3).
Mehmke bezeichnet die Differenz der
Logarithmena undb, die in den Tafeln nach
Gaul’ alA gekennzeichnet ist, mit und die
Additionslogarithmen mity (bei Gaul3 B).

Tragt manvy uber u auf, so ergibt sich die
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Bild 3




der negativernu-Achse und der positiverv-Achse. Der negative Teil der Additionskurve
entspricht derC-Werten in den Gaul3éischen Tafeln. Man sollte ihnuteen, wenn deA-
Wert (Gaul3) bzw. deru-Wert (Menmke), d.h. die Differenz der Logarithmen beider Zahlen
sehr weit auseinanderliegen, weil sich die grol3&eacken genauer abgreifen lassen. An
dem spateren Beispiel wird das deutlich. In seid®ii7 erstmals erschienenkegitfaden zum
graphischen Rechne[B] beschreibt MHmKE seine Additionskurve und die ergdnzenden
Subtraktions- und Hilfskurven ausfuhrlich auf degit&n 25 bis 33 (siehe Anhang). Fur die
praktische Anwendung ist auf der Innenseite deseten Buchdeckels eine Kurventafel
eingeklebt (Bild 4).

Bemerkenswert ist die zugrundegelegte Langeneinogitnur 2 cm fir eine logarithmische
Periode. Im Text gibt er aber auch die Wertedigrreichlich grol3e Langeneinheit 10 am.

Die Subtraktion

Wenn der Logarithmus der Summe
zweier Zahlen sowie der Logarithmus
einer dieser Zahlen bekannt sind, so kann
der Loga“thmus der Zweiten Zahl zwar Diese Kurventafel ist zum Preise von 20 I'f. auch einzeln
mit Hilfe der Additionskurve ermittelt durch den Verlag erhaltlich.
werden, bequemer geht es aber mit der
Subtraktionskurve, die BHMKE 1890
(Zeitschrift f. Mathematik und Physik,
Bd. 35, Seite 178) vorgestellt hat.

Um auch bei der Subtraktion genauere
Werte mit dem Zirkel abgreifen zu
kénnen, wenn die Differenz der 1

Logarithmen zweier Zahlen groR ist, hat ' L m@m
_ NunecS S

MEeHMKE letztlich noch die Hilfskurve e |
eingefuhrt. T

- Subtraktionskurve
. . 5
Beispiele y

Kurventafel
zu Mehmke, Leitfaden zum graphischen Rechnen,

Z

N Additions-| Eurve

Das schon bei der Erlauterung der
Additionslogarithmen benutzte Zahlen-
beispiel soll auch hier die graphische
Methode verdeutlichen. Dazu wurden
die Kurven in groBerem Mal3stab (eine
Langeneinheit betragt ca. 5 cm) gezeich-
net und mit dem Betrag der Logarithmen
versehen (Bild 5).

Bild 4

Addition:
Bekannt sind: log a =log 12 = 1,07918
logb =1log 3 =0,47712
Man markiertiog a undlog b auf dem logarithmischen Mal3stab und greift diefddénz 11
mit dem Stechzirkel ab. Beiu oder-u der Additionskurve wird dev-Wert abgegriffen und

auf den logarithmischen Mal3stab bey a (vl-Wert von +u) oder beilog b (V? von -11)
Ubertragen. Der neue Punikérgibt das Ergebnisg (a + b). )
Man erkennt den Vorteil des negativen Astes derithaitskurve vor allem bei hohen-
Werten, weil die Ablesung auf dem positiven Astrddain und damit ungenau ist.
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Bei derSubtraktion log (c — b)wird ebenfalls zunachst die Differenz
log c —log b =log 18 4og 2 ermittelt:
#=1,25527 - 0,30103 = 0,95424

Bei der Subtraktionskurve erhalt man den negativelVert = 0,05 genaued,05119. Das
Ergebnidog aergibt sich zu

logc + 74 =1,25527 - 0,05115 = 1,20412 = log 16

Wenn die Differenzog ¢ — log bgrof3 ist, so benutzt man vorzugsweise die Hilfg& und
findet bei-z2= 0,95424 den positiven Weit90309 Hierzu addiert wirdog 2 = 0,30103und
man erhalt rechneriséhg (18-2) = 0,90309 + 0,30103 = 1,20412 =log 16

Bei kleiner Differenz, d.hu <0,3 (log 2) wird die Hilfskurve negativ.

MEeHMKE betont immer wieder die Symmetrie der Kurven, dads sie sich asymptotisch den
Koordinaten bzw. der Winkelhalbierenden néhern.

In den vorigen Beispielen sind jeweils Zahlenwetdgefiihrt. Beim graphischen Rechnen
wird jedoch mit Strecken bei vorgegebenem Malistabrbgpitet. MHMKES Kurventafel
enthalt deshalb keine Zahlen. Das erste Beispieh = 1,07918undlog b = 0,47712ist im
Bild 6 dargestellt.
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Mit dem Zirkel wird die Streckendifferenm = 0Oa —Obabgegriffen und auf diei-Achse
Ubertragen. Senkrecht dazu greift man nundé&Nert ab und tragt ihn auf dem Malf3stab bei
a (positiver Ast der Additionskurve) bzw. bei(wennv auf dem negativen Ast abgegriffen
wurde) an. In beiden Fallen erhalt naden Logarithmus voa + b.

Den Vorteil der Methode demonstriert ein Beispigt & EHMKES Leitfaden zum graphischen
Rechneny = 15:Vx + 5 x%Vx
& +v
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Im Diagramm (Bild 7a) sind die beiden Teilgleicheny; undy, als Geraden eingezeichnet.
Die Summe ist bereits als Kurve eingetragen. Zerjdéxetliebigen Parallele zyrAchse kann
aus der Differenat derv-Wert aus der Additionskurve (Bild 7b) abgegriffemdulibertragen
werden. Schnell kann so die Gesamtfunktion graphiscgestellt werden.

Der logarithmische Zirkel

Offensichtlich gehort zu jeder Differenz, d. h.log a — log b(bei Gaul3 mit A bezeichnet)
ein bestimmterv-Wert (B bzw. C bei @ul3), der mit dem Stechzirkel abgegriffen wird,
wobei die eine Spitze des Zirkels auf deAchse verbleibt und der andere Schenkel lediglich
um 90° gedreht wird. Dies hatavimke zu der Uberlegung gebracht, einen logarithmischen
Zirkel zu entwickeln. Er hat dazu Professor E.ARABER aus Karlsruhe angeregt, einen
solchen Zirkel zu konstruieren (Bild 8). Erstmalarde diesetogarithmische Zirkel in der
~-Mathematischen Ausstellung 1893 in Miinchen* votghits die von Professor Walther Dyck
organisiert war. Im Nachtrag 1893 zum Katalog [4fdwder Zirkel unter der Nr. 97a
aufgefiihrt und beschrieben:

Dieser mit 3 Spitzen I,II und
Il versehene Zirkel ist so
eingerichtet, dass, wenn
zwischen die Spitzen | und I
eine Strecke gefasst wird,
deren Lange — mit einem
Massstabe von 50 mm
Langeneinheit gemessen —
gleich log t ist, der Numerus t
auf dem Teilbogen abgelesen
werden kann, wahrend die
Spitzen 1l und Il sich von
selbst auf die Entfernung log

(1 + /) einstellen.

Der logarithmische Zirkel
erlaubt die mechanische Ausfuhrung aller gewdhelicRechnungen, besonders vorteilhaft
erweist er sich aber bei der numerischen Auswerigaugzer Functionen und der Aufldsung
numerischer Gleichungen nach der logarithmisch-giaphen Methode.

Als Leihgeber des Zirkels wird ProfessoeEMike genannt. Es ist nicht bekannt, ob und ggfs.
wo dieser Prototyp heute noch existiert.

Nachdem der Zirkel durch Beschreibung und Abbildung MEHMKES Leitfaden zum
graphischen Rechnewon 1917 [3] bekannter geworden ist, hat Profe&ower mit der
damals weltweit fuhrenden Reil3zeug-Fabrik von ERithter & Co. in Chemnitz eine
vereinfachte Form entwickelt. (Bild 9) [5]. Die vdirnst O. Richter 1874 gegrindete Firma
hat hervorragende Reil3zeuge fur den Weltmarkt tigfemd viele Patente erhalten, u.a. auch
fur denNullenzirkel.Ob sich der Entschluss, diedegarithmischen Zirkel herzustellen und
zu liefern, fur E.O. Richter ausgezahlt hat, istgfich. Bekannt sind bisher lediglich einige
Exemplar in Universitadts-Sammlungen. Sie wurdenhna817, aber vor 1924 (RUERS
Artikel in [5]) gefertigt.



Auch BrAUER sieht die Anwendung des Zirkels vornehmlich in deaphischen Ldsung
hoherer Gleichungen. Er erlautert nicht, wie er Hismktion v = f (u) fur den Zirkel
umgesetzt hat. Er schreibt ndgss die drei Spitzen A, B, C (bei Mehmke 1]l durch ein
Kurvengetriebe so miteinander verbunden sind, da&s&instellung der Spitzen A und B auf
zwei mit a und b bezifferte Punkte einer logaridohen Skala sich die dritte Spitze
zwangslaufig auf einen Punkt ¢ derselben Skalaeadihsvelcher der Gleichungc =a + b
genugt Der Zirkel ist fur E = 50 mm ausgefuhrt. Er unsiadas Zahlengebiet = 0 bisu = 2.
Die groldte Entfernung der Spitzen A und B betrégjtedl 2 x 50 = 100 mm, die grof3te
Entfernung von B und C 0,301 x 50 = 15,05 mm. In Bddern 10a und 10b sind annéhernd
die Extremstellungen dargestellt. Die Einheit 50 mmuss naturlich auch fur die graphische
Darstellung verwendet werden. Ein entsprechendddsidd wurde mitgeliefert (Bild 11). Die
FirmaSchleicher und Schieferte dazu geeignetes Speziallogarithmenpapier.

Gefertigt wurde deftogarithmische Zirkel aus Neusilber mit Stahlspitzen. Seine Schenkel-
lange betragt 165 mm. Wie Reil3zeuge wurde aucHoderithmische Zirkel in einem mit
Samt ausgeschlagenem Kasten (Bild 12) und eineekuinleitung (Bild 13) geliefert.
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Bild 10a Bild 10b

Sammlung historischer Model des Instituts fir Mathematik, Universitat Halle
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Abtaifung fir Sandoriogtramanis.

log10- 50 mm -
(dh Langeneinheit-50mm)

Bild 11: Modellsammlung
des Mathematischen Instituts,
Universitat Gottingen

Logarithmischer Zirkel

von Geheimrat Professor E. A, Brauerin Karlsruhe,

Der logarithmische Zirkel besitzt auBer den von Hand bewegten Lunzen A und B noch
eine dritte Spitze C, die bei Einstellung der Entfernung x 2wischen Lan Spitzen A und B
sich zwangldufig so bewegt, dali die zwischen B und C entstehende Entfarnung y der Gleichung

y=log (1210 %)
entspricht, wobei als Einheit fir x und ¥y eine Strecke von 50 mm angenommen lst,

Hierdurch 'wird erreicht, dafl, wenn man auf einer nach derselben Einheit, d. h. log
10 - 50 mm, ausgefhrten logarithmischien Skala dis Spilze A auf den Teilstrich fir log a
und die Spitze B auf log b selzt, wobal b gréfier als a angenommen &t dig Spitze C einen
Teilstrich trifft, welcher dem log ¢ — log (a + b) enispricht, so dafi also log (a + b) aus
log a und log b als Strecke gefunden werden kann, ohne die Grundzaljen g, b, ¢ verwendean
2 missen,

Der Zirkel ist besonders geeignet zur Darstellung mehrgliedriger Ausdriicke in Gleichungen
hheran Grades. Er vermittelt deren Ldsung, indem aus den gerader Linjien, als welche die
einzelnen Glieder in logarithmischen Koordinaten abgebildet werden, sine Kurve abgalaiiat
wird~durch-welohe - dis reslenMdurzaln. der. Gleichung. gsfundan woedan,  Mahares: dbar
das. Verfahren gibt der Leitfaden zum graphischen Rechnen von P Dr. B, Mehmke in
Stuttgart, der auch die Anregung zur Konstruktion des logarithmischen Zirkels gegeben hat,

Der logarithmische Zirkel wird in Prazisions-Ausfibrung in Nausilber mit Slahlspitzen
geliafart.

Bild 13: Sammlung historischer lddelle
des Instituts flir Mathematik, Univergat Halle

Bild 12:

Sammlung historischer Modelle
des Instituts flir Mathematik,
Universitat Halle



Dank

Die Fotos 10a/b, 12 und 13 wurden 2010 von Herrrbbid KaltwalRer von der Universitat
Halle fur die Sammlung historischer Modelle destitats fur Mathematik der Universitat
Halle angefertigt. Frau Professor Dr. Karin Richtkat sie freundlicherweise zur
Vero6ffentlichung Ubermittelt.

Herr Professor Dr. Laurent Bartholdi hat die Folosnd 11fiir die Modellsammlung des
Mathematischen Instituts der Universitat Gottingemlgenommen und die Genehmigung zur
Veroffentlichung erteilt.

Beiden Universitaten danke ich fir die schnelle undirokratische Hilfe.
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Leitfaden zum graphischen Rechnen
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