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Zusammenfassung

Wir kennen die Logarithmen heute als Umkehrfunktionen der Expo-
nentialfunktionen y = a® und lernen in der Schule die Funktionalglei-
chung kennen. Dadurch geht ganz wesentlich die historische Bedeutung
dieser Funktion unter, die man gar nicht hoch genug einschitzen kann.
Die Entwicklung der Logarithmen zu Beginn des 17. Jahrhunderts ist nur
noch mit der Revolution zu vergleichen, die die Erfindung des Computers
im 20. Jahrhundert bedeutet hat. Wir gehen der Frage nach, wie es den
Alten moglich war, umfangreiche Logarithmentabellen mit der Hand zu

berechnen.
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1 Die Logarithmen heute und ihre frithere Be-
deutung

Wir definieren heute die Logarithmusfunktion als Umkehrung der Exponential-
funktion, d.h.
z=1log,y = y=a".

Man nennt a > 0 die Basis des Logarithmus. Der Fall a = 1 muf} ausgeschlossen
werden, denn fiir alle z gilt ja 1 = 1, so dafl diese Funktion ganz sicher nicht
umkehrbar ist; der Logarithmus zur Basis 1 existiert also ganz einfach nicht!

Als die Logarithmen entstanden - an der Wende vom 16. zum 17. Jahrhun-
dert - stand aber die Funktionalgleichung im Vordergrund des Interesses:

log, (%1 - 22) = log, z1 + log, za.

Man kann sich heute, im Zeitalter des Computers, gar nicht mehr vorstellen, wel-
che Revolution des hindischen Rechnens es bedeutet hat, als im Jahr 1614 mit
dem Buch Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio (Beschreibung der wun-
dervollen Tafeln der Logarithmen) die erste Logarithmentafel der Welt erschien.
Autor war der schottische Lord JOHN NAPIER (1550-1617) und der beriihmte
Astronom JOHANNES KEPLER war gleich 1614 der erste 'Kunde’, denn er hitte
ohne die Logarithmen seine Arbeiten am dritten Planetengesetz nicht fertig
bekommen - seine Lebenszeit hitte schlicht nicht ausgereicht fiir die vielen Be-
rechnungen mit vielstelligen Zahlen! Bald darauf haben findige Mathematiker
den Rechenschieber erfunden, mit dem sich komplizierte Operationen durch
Zuriickfiihrung auf logarithmische Skalen rein mechanisch durchfiihren lieflen.

Vor der Einfiilhrung der Logarithmen gab es bereits eine beliebte, aber
umstindliche Methode, um die Multiplikation auf die Addition zuriickzufiihren,
die sogenannte Prostapharese. Die Methode basiert auf den Additionstheore-
men

cos(x +y) = cosz - cosy —sinz - siny
+ | cos(z —y) =cosx-cosy + sinz - siny
| cos(z +y) + cos(x —y) =2 cosx - cosy

also
1 1
COST - COSY = 5 cos(z +y) + 5 cos(x — y).

Wollte man zwei Zahlen A und B miteinander multiplizieren, suchte man in der
Sinus-Tabelle (die ja auch eine Cosinus-Tabelle ist) diejenigen Winkel z und y,
fiir die cosz = A und cosy = B ist. Nun suchte man in der Tafel den Cosinus
von z +y und x — y und hatte nach obiger Formel das Produkt A - B berechnet!
Wie schrieb schon OTTO TOEPLITZ in [1]:

Fiir die Zwecke der Astronomie und Nautik, die an sich viel Sinus
und Kosinus zu multiplizieren haben, eine gar nicht iible Methode;
und doch umstindlich.

Nun aber zuriick zu den Logarithmen: Wendet man die Funktionalgleichung
auf ein Produkt von n gleichen Zahlen an, dann erhélt man

log, 2™ = nlog, z,



man kann also die Multiplikation auf die Addition, und die Potenzierung auf
die Multiplikation zuriickfithren. Damit 18t sich natiirlich auch die Division auf
die Subtraktion zuriickfithren, denn mit den beiden obigen Regeln folgt leicht

log,, (?) =log, (z1 - 25 ") = log, z1 +logz; " = log, z1 — log, T>.
2

Wir wollen im folgenden der Frage nachgehen, wie denn die Idee des Logarithmus
in die Welt kam und wie unsere Vorviiter ohne die Hilfe eines Computers grofie
Logarithmentabellen herstellen konnten!

2 Michael Stifel und John Napier

Im Jahr 1544 vertffentlichte der protestantische Ménch MICHAEL STIFEL sein
Buch Arithmetica Integra. Stifel schrieb zwei Skalen iibereinander, die er A-Skala
(von Arithmetischer Progression), bzw. G-Skala (von Geometrischer Progressi-
on) nannte, wie in Abbildung 1. An dieser Tabelle fiel ihm auf, daff er die Mul-

ARITHMETICAE LIBER 11, 237]
Fdiuflione, ut plene oftendi 1ib. 1, capite de geomet.progref; |
Vide ergo,

0 le 20 3¢ 44 5. 6 7. 8¢

(s 20 44 8, 16, 32, 64, 128, 256,
Sicut ex additione(in {uperiore ordine) 3 ad s flunt 8.fic(in fn~
feriore ordine)ex multiplicatione 8 in 32 fiunt 256.Eft autem
3 exponens ipfius oGtonarij, & 5 eft exponens numeri 32 . & 8
eft exponens numeri 256, Itemficutin ordine fuperiori, ex
fubtractione 3 de 7,remanent 4.ita in inferiori ordine ex diui-
fione 128 per 8,fiunt 16,

Sed oftendenda eft ifta fpeculatio per exemplum,.
[=3|-2]-1] o] 1] 2] 3] 4|s]6
| sl 3| %] 1] 2] 4] 8[16[32]64

Abbildung 1: Michael Stifels Skalen

tiplikation 8 - 128 ausfiihren konnte, wenn er von der G-Skala auf die A-Skala
wechselte und die zugehorigen Zahlen der A-Skala addierte, d.h. er rechnete
3+ 7 = 10. Dann ging er zur Zahl 10 auf der A-Skala, blickte hinunter zur korr-
spondierenden Zahl der G-Skala, und fand dort das Ergebnis der Multiplikation,
namlich 1024. Die Idee, die Multiplikation durch die Addition zu ersetzen, war
geboren!

JOHN NAPIER kannte mit hoher Wahrscheinlichkeit das Stifelsche Buch. Er
bemerkte, dafl die geometrische Skala wegen

gi+1 -9
9i

(g; soll eine der Zahlen auf der G-Skala bezeichnen) immer groflere Liicken
bekommt, je weiter man auf ihr fortschreitet. So ist eine Multiplikation von 199
mit 742 gar nicht mehr moglich, weil die G-Skala viel zu grob ist. Er wollte also
9it1 ~1
9i

realisieren.



2.1 Die Napiersche Konstruktion einer Logarithmentabel-
le

Napiers Wahl fiel auf g;11/g; = 0.9999999 = 1 — 10~7. Er begann mit einer
Tabelle der ersten 100 Zahlen der Form

1071 -10"")", n=0,1,2,3,...,100.

Die Wahl der Zahl 107 war sehr weise! In Napiers Zeiten kannte man die Verwen-
dung des Dezimalpunktes noch nicht, alle Rechnungen mufiten also so ausfiihr-
bar sein, dafl keine Kommastellen eine Rolle spielen konnten. Die Bezugsgrofie
aller Berechnungen damals war der whole sine, der ’ganze Sinus’. Dies war
bei Berechnungen im rechtwinkligen Dreieck stets die Hypothenuse. Wird diese
deutlich kleiner als 107 gew#hlt, dann laufen Berechnungen ohne Riicksicht auf
Nachkommastellen schief; wihlt man eine Zahl weit grofer als 107, dann hat
man nur unnoétig viel Arbeit. Napier wufite also sehr genau, was er da tat!

Ubrigens ist erst nach Napiers Tod klargeworden, wie er die Logarithmen
berechnet hat! Im Jahr 1619 erschien sein Buch Mirifici Logarithmorum Canonis
Constructio (Die Konstruktion der wundervollen Tafeln der Logarithmen), aus
dem wir nun berichten.

Die erste Zahl in der Tabelle - n = 0 - ist klar: 107. Bei der zweiten mufl man
107(1—-10"")! = 107—107107 = 107 — 1 berechnen. Bei der dritten miifite man
eigentlich schon Potenzieren: 107(1 —10~7)2. Aber hier hatte Napier vorgesorgt:
Alle Zahlen der Tabelle sind durch Subtraktion zu berechnen!. Das
sieht man so: Nehmen wir an, die Zahl 107(1 — 10~ 7)* ist bereits berechnet.
Dann ist

1071 =107 = 1071 -107")*.(1-1077)
N————
bereits berechnet!

= 107(1-10"")* —107(1 — 107")*.1077,

~~ ~~
bereits berechnet! bereits berechnet!

aber die Multiplikation mit 10~7 ist nichts anderes als eine Kommaverschiebung
um sieben Stellen nach links! Man muf also zur Berechnung einer neuen Zahl in
der Tabelle nur die vorhergehende Zahl nehmen, das Komma sieben Stellen nach
links schieben, und diese Zahl von der vorhergehenden abziehen! Damit ergibt
sich die erste Tabelle in Napiers Constructio wie in Abbildung 2 gezeigt. Die

n | 107(1—10-7)".

0 10000000.0000000
-1.0000000

1 9999999.0000000
-0.9999999

2 9999998.0000001

100 9999900.0004950

Abbildung 2: Napiers erste Tabelle

Zahlen n heiflen nach Napier die Logarithmen der rechts stehenden Zahlen,



d.h. nach Napier ist 100 der Logarithmus von 9999900.0004950. Der Napiersche
Logarithmus einer Zahl z ist also die Anzahl der Multiplikationen von 107 mit
1—1077, bis = herauskommt. Wir schreiben dafiir

y = NapLogr :& =107(1-10"")v.

Sind zwei Logarithmen gegeben:

r = 107(1-10"7),
F = 107(1-10"7)%,
dann ist ihr Quotient
T =@ -10"T)T.
T

Die Differenzen der Logarithmen sind also nur abhingig vom Quotienten von x
und %! Daher kommt der Name "Logarithmus’, der aus den griechischen Wortern
logos und arithmos gebildet wurde und so etwas wie ’Quotientenzahl’ bedeutet.
Aufgabe: Wie viele Schritte hiitte John Napier machen miissen, um die
Ausgangszahl 107 auf die Hilfte, also 5 - 10%, zu reduzieren?
Losung: Wir fragen nach der Anzahl der Schritte, so daf (1—107")" =1
gilt. Mit unserem modernen Logarithmus folgt

nlog,o(1 —1077) = —log,, 2,

also

log,, 2
=———  — ~6931471.
" log;o(1 —1077)

Da hiitte er viel zu tun gehabt! Aber nun bemerkt Napier, dafl
107(1 —1077)1%° ~ 107(1 — 1077)

gilt! Er macht jetzt also weiter mit einer zweiten Tabelle, die die Zahlen 107(1 —
107%)",n =0,1,2,...,50 enthélt. Aus den ersten beiden Tabellen wird sodann
eine dritte erstellt, die aus 21 Zeilen und 69 Spalten besteht. Aus dieser dritten
Tabelle interpoliert sich Napier nun seine Logarithmen. fiir weitere Details dieser
Prozedur inklusive einiger Beispiele sei auf das Buch von Edwards [3] verwiesen.

2.2 Zwel offensichtliche Nachteile

Die eben geschilderte Vorgehensweise zur Berechnung einer Logarithmentabelle
hat zwei offensichtliche Nachteile. Zum einen hiingt ein berechneter Logarith-
mus von den vorher berechneten ab. Macht Napier also einen Rechenfehler (und
die hat er tatséchlich ab und zu gemacht!), dann sind alle nachfolgenden Loga-
rithmen fehlerhaft. Der zweite Nachteil liegt im gewidhlten Ansatz: Es gilt

NapLogl0” = 0

und NapLogz; < NapLogzxy fiir 2 > ;. Das ist ja nun wirklich nicht der
Logarithmus, den wir kennen! Aber noch etwas ist nicht schén: Wir haben eine
diskrete Version des Napierschen Logarithmus kennengelernt, die Zahl fiir Zahl
definiert ist. Wir brauchen aber eine Funktionsdefinition, um verniinftig arbeiten
zu konnen. Diese Interpretation als kontinuierliche Funktion hat aber schon
Napier selbst gegeben!



2.3 Das kinematische Modell

Um sich seinen Logarithmus vorstellen zu konnen, bediente sich John Na-
pier eines kinematischen Modells. Dazu
z betrachtete er eine Strecke AB, auf der
| ein Punkt C zur Zeit t = 0 bei A star-
A C B tet. Seine Geschwindigkeit ist stets gleich
dem Abstand CB, d.h. bei t = 0 ist die
Geschwindigkeit gerade vo(0) = AB und
dann wird der Punkt bestindig langsa-
Yy—r mer, vo(t) = CB = . Zur gleichen Zeit
(t = 0) startet ein Punkt C' auf einer
Al c’ nach rechts unbeschrinkten Strecke am
Punkt A’. Seine Geschwindigkeit ist kon-
stant vor (t) = AB. Wihlt man den Ab-
stand AB als AB = 107, dann ergibt sich

Abbildung 3: Napiers kinematisches Mo-

dell aus diesem kinematischen Modell genau
der Napiersche Logarithmus! Es gilt ndmlich
y = NapLogz.

2.4 Folgerungen aus dem Modell

Das kinematische Modell Napiers erlaubt uns nun eine moderne Analyse des
Napierschen Logarithmus. Die Geschwindigkeit des Punktes C ist offenbar die
Anderung des Weges beziiglich der Zeit. Der Weg ist offenbar AC = AB—CB =
107 — z und die Geschwindigkeit ist gleich dem Abstand CB = z, also

d
E(l(ﬂ —z)=1z.

Bei y ist es noch einfacher, denn die Geschwindigkeit ist konstant. Hier gilt

dy = AB =10".
dt

Aus der ersten Gleichung folgt

und es ergibt sich als Losung
z(t) = Ke™®,

was man, wenn man es nicht sofort erkennt, durch Ableiten verifizieren kann.
Wegen z(0) = AB = 107 folgt K = 107, also

z(t) = 107e™". (1)
Die Gleichung fiir y ist noch einfacher geldst, denn
y(t) =107t + k,
wobei wegen y(0) = 0 die Konstante k zu k = 0 folgt, also
y(t) = 107¢. (2)



Wendet man den natiirlichen Logarithmus In = log, auf (1) an, dann folgt

Inz =In10" — ¢t Ine =In 107 — ¢,
~~
=1

7
t=In10" —lnz=1n (%)

Dies eingesetzt in (2) bringt uns schliellich

also

7. (107
y = NapLog z = 10 In —~ ) (3)

Die Funktionsdarstellung (3) erlaubt uns nun endlich, die Funktionalgleichung

2.5e+07 T T T T
107 * log(10**7/x)

(i
2e+07 [ q

1.5e+07 |- q

1e+07 - q

5e+06 |- b

0

-5e+06

T
!

-1le+07

T
!

-1.5e+07 |- B

-2e+07

T
!

-2.5e+07 L 1 1 !
0 2e+07 4e+07 6e+07 8e+07 1le+08

Abbildung 4: Die NapLog-Funktion

des Napierschen Logarithmus zu berechnen. Es gilt

107 =10" {In10" — In(z; - 22)}
Il -T2

= 10" {In10" —Inzy —Inzs}

In107 einschmuggeln

—

NapLog (z1 - 22) 3) 107 In (

107 {ln 10" —Inz; —lnzy +1In107 — In 107}
= 10" {In10" —Inz; +In10" — Inzs — In 10"}

7 7
= 107 {ln (—10 > +1In <—10 ) - 1n107}
I I

107 107
= 107 In (i) +1071In (l) +1071n107
I X9

107 107 107
= 107 In (i> +10"1n (i) 107 In (i>
T Zo 1

= NapLog z1 + NapLog z2 — NapLog 1.



Zu allem UberfluB gilt also noch nicht einmal eine ’saubere’ Funktionalgleichung,
sondern es mufl immer noch der Wert NapLog 1 subtrahiert werden.
Aufgabe: Beweise

NapLog 2™ = n - NapLog z+ (1 —n) - NapLog 1.

3 Henry Briggs und der dekadische Logarith-
mus

Neben Kepler, der die Napierschen Logarithmen sofort nutzte, war auch HENRY
Bricas (1556-1630) begeistert von der Idee der Logarithmen. Allerdings war
auch er mit den Napierschen Logarithmen nicht ganz einverstanden und schlug
daher vor, einen Logarithmus so zu konstruieren, daff log1 = 0 gilt. Dies schlug
er wihrend eines Besuches bei John Napier vor und Napier soll sofort zuge-
stimmt haben (vermutlich hatte er die Unzuliinglichkeiten seines Napierschen
Logarithmus selbst bemerkt). Briggs’ Idee ist gestiitzt durch die konsequente
Verwendung der Basis 10:

10°=1 & logl=0
10'=10 & loglo=1
10°=100 ¢«  logl00 =2

und fiihrt so auf den dekadischen Logarithmus, d.h. log = log;,.

3.1 Die Konstruktionsidee

In Erweiterung der obigen Tabelle kann man schreiben

1
102 =+/10 R log V1 =3
10t =\VI0 & logy/vio= 2
1
10% = V10 & logy\/\/V10= 3
1
1076 = VIO & log V10 = m

und so weiter. Das bringt Briggs auf die Idee, eine Logarithmentabelle auf der
Basis fortgesetzten Wurzelziehens zu konstruieren.
Zieht man n mal die Wurzel aus der Zahl 10,

../10,
dann ist das gleichbedeutend mit

102"
Fiir grofie n ist 107" nahe bei 1, genauer:

lim 107 = 1.

n—oo



Bei Experimenten (er mufl viele Tage und Nichte geschrieben und iiberlegt
haben!) stellt er fest, dal der Logarithmus von 1 + z dividiert durch z fiir
kleine x konstant ist. Was heifit das? Er hat vermutlich eine Tabelle wie folgt
aufgestellt:

n 1+z, log(1 + z,,) %
0 10 1 0.111
1 V10 ~ 3.162278 1 0.231
2 V V10 ~ 1.778279 : 0.321
3 V10 ~ 1.333521 L 0.375
4 VV10 ~ 1.154782 = 0.404
5 V10 ~ 1.074608 = 0.419
6 V v VV10 = 1.036633 o 0.427
7 V VV10 ~ 1.018152 55 0.430
8 \ V10 = 1.009035 s 0.432
9 \ V V10 = 1.004507 =5 0.433
10 V10 ~ 1.002251 Tt 0.434

Wir wollen erst spiter diskutieren, wie Briggs die vielen Wurzeln gezogen hat
(ohne Computer!), aber er mufl noch viel weiter gerechnet haben (und mit viel
mehr Stellen!!), um zu erkennen, daf§

lim log(1 + )

mit einer Konstanten K ist, fiir die Briggs
K =~ 0.4342944819032518 (5)

berechnet. Mein Taschenrechner (TI-Voyage) gibt fir 101/2” den Wert
0.434294481903 und steigt fiir 101/2" mit der Meldung undef aus!
Wir wissen heute, dafl man Logarithmen zu verschiedenen Basen durch

log, z = logy a - log, =



umrechnen kann. Daher kann man log(1l + z) = loge - In(1 + z) schreiben (log
heiflt bei uns immer log;,!). AuBerdem kennt man eine Reihendarstellung der
Funktion In(1 + ) fiir || < 1, ndimlich

z2 23 ot 2 af

1n(1+$):$—7+?—1+€—€+...,

was Sie mit Hilfe von Taylor-Reihen leicht nachrechnen kénnen. Daher ist

In(1+ z) z 2
— T T
z 2 + 3
und damit folgt
lim 20F2) _ g
n—oo €T

Setzen wir unsere Umrechnung ein, dann folgt

log(1+=z)
. 1
lim —2%8¢  —1
n—o0o x

und, weil loge ja gar nicht von n abhéngt,

log(1
lim 1080+ 2)

n—oo T

=loge.

Also ist die Briggssche Konstante gerade K = loge, aber das konnte Briggs
noch nicht wissen!

Hatte er aber erst einmal den Wert von K auf 16 Stellen genau, dann konnte
er dank (4) den Logarithmus von 1 + z fiir kleine x berechnen durch

log(1+ 2z) = Kz.

Damit kénnen wir nun die Konstruktion der Briggsschen Logarith-
mentafel beschreiben: Briggs braucht eigentlich nur Logarithmen von Prim-
zahlen, da man jede natiirliche Zahl {iber die Primzahlzerlegung darstellen kann,
z.B. ist 60 = 22- 3 -5 und damit ist log 60 = 21log2 + log 3 + log 5.

1. Fiir eine Primzahl p zieht Briggs wiederholt die Wurzel, und zwar so lange,
bis er die Wurzel darstellen kann als

L
@

pm =1+=x

mit einem z &~ 10716,

2. Dann folgt
1 1
log (p2" ) =om logp =log(1 + z) = Kz,
und damit ergibt sich der Logarithmus von p zu
logp ~ 2"Kzx.

In seiner Arithmetica Logarithmicae findet man diesen Prozef des fortgesetzten
Wurzelziehens direkt in der Logarithmentabelle. In Abbildung 5 ist die erste
Seite der Briggsschen Logarithmentafel gezeigt. Sie beginnt mit 10 und dem
Logarithmus von 10, n&mlich 1. Dann folgt die Wurzel aus 10, deren Logarithmus

wegen 101/2 gerade 1 /2 ist. Dann kommt die Wurzel aus der Wurzel von 10, was
wegen 10'/4 auf den Logarithmus 0.25 fiihrt, usw.

10
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Abbildung 5: Die erste Seite der Briggsschen Logarithmentafel
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Man kann nun nachrechnen, dafl Briggs die Quadratwurzel etwa, fiinfzig (1)
mal gezogen haben muf}; um die obige Konstruktion zu ermoglichen! Wie hat
er dieses Wurzelziehen durchgefiihrt? Ganz sicher nicht mit einem iterativen
Verfahren wie etwa dem Heron-Verfahren, denn dann wére er heute noch nicht
fertig mit seiner Logarithmentabelle! Bei der Beantwortung der Frage nach dem
Wurzelziehen erweist sich Henry Briggs als wahrer mathematischer Genius!

3.2 Das wiederholte Wurzelziehen

Henry Briggs ist der Erfinder der Differenzenrechnung. Der Flaschenhals sei-
nes Algorithmus’ ist ganz sicher das wiederholte Wurzelziehen und er mufl
lange und intensiv dariiber nachgedacht haben, wie er diesen Schritt Skono-
misch ausfithren konnte. Bei seinen Experimenten hat er irgendwann miithsam
per Hand (wahrscheinlich mit einem direkten hindischen Verfahren) die er-
sten sechs oder sieben Wurzeln gezogen, etwa so wie in Tabelle 1 fiir p = 3,
aber er hat 30 Dezimalstellen berechnet: Briggs mufl gewuflt haben, dafl er auf

31 = 3.000000000
V3 =312 1.732050808
V3 =31/4 1.316074013

V3 = 31/8 1.147202690
/\/3 — 31/16
/\/g — 31/32

31/64
31/128

Q

Q

Q

1.071075483

Q

1.034927767

1.017313996
1.008619847

Q

QR

Tabelle 1: Die ersten sieben Wurzeln von 3

diese Weise in seinem Leben keine auch nur anndhernd ausreichende Logarith-
mentafel zuwege gebracht hitte, denn immerhin war er weit jenseits der 50,
als er erstmals mit den Logarithmen in Kontakt kam! Nun zeigt er aber eine
Meisterschaft, die vielen brillianten Mathematikern eigen ist: er sieht in der
Tabelle 1 ein Muster! Schenken wir der Stelle vor dem Komma keine Be-
deutung, denn bei Logarithmen kommt es ja gar nicht auf Stellen an. Es ist ja
logy 5.1 = logyy 35 = logy 51 —log; 10 = log; 51 —1 und beim Rechenschieber
macht sich diese Eigenschaft schlieflich dadurch bemerkbar, dal man sich iiber
die Kommastelle seines Ergebnisses zusétzliche Gedanken machen muf3.

Ohne Vorkommastellen erhalten wir aus Tabelle 1 die Tabelle 2. In der zwei-
ten Spalte bemerkt Briggs, dafl jeder Eintrag ungefihr die Hélfte des vorherge-
henden Eintrages ist. Das ist noch schlecht sichtbar im zweiten Eintrag, denn
(0.)732050808 ist deutlich mehr als die Hilfte der vorhergehenden Ziffernfolge
(1.)000000000, aber schon etwas tiefer ist die Ubereinstimmung weit besser! Um
zu notieren, wie gut seine Idee der Halbierung wirklich ist, erfindet Briggs die
erste Briggssche Differenz

Br = %Z(n) ~ Z(n+1).
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Wurzeln Z(n)
310000000000

312 732050808
314 316074013
31/8 147202690
31/16 71075483
31/32 34927767
31/64 17313996
31/128 8619847

N U W~ OS

Tabelle 2: Die ersten sieben Wurzeln von 3 ohne Vorkommastelle

Damit ergibt sich

1

B = ;Z(0)~ Z(1) = 0000000000 — 732050808 = 267949192
1 1

Bi = ;Z(1)~ Z(2) = ;732050808 ~ 316074013 = 49951391

*)

was wir in Tabelle 3 notieren wollen. Ein Blick in die Spalte der ersten Briggs-

n Z(n) Bl

0 | 0000000000
267949192

1 732050808
49951391

2 316074013
10834317

3 147202690
2525862

4 71075483
609975

5 34927767
149888

6 17313996
37151

7 8619847

Tabelle 3: Die ersten Briggsschen Differenzen

schen Differenzen in Tabelle 3 zeigt Briggs, dafl hier jeder Eintrag etwa ein
Viertel des vorhergehenden ist! Um die Giite dieser Idee zu dokumentieren, bil-
det er die zweite Briggssche Differenz
. 1. .
B} :=-B] - BI™",
4
die wir in Tabelle 4 notieren. Dabei ist 7 = 0,1,2, ... eine durchgehende Num-
merierung in der Spalte der Differenzen. Nun ist klar, wie es weitergeht! Die
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n Z(n) Bl Bz
0 | 0000000000
267949192
1 732050808 17035907
49951391
2 316074013 1653531
10834317
3 147202690 182717
2525862
4 71075483 21491
609975
5 34927767 2606
149888
6 17313996 321
37151
7 8619847

Tabelle 4: Die ersten und zweiten Briggsschen Differenzen

zweiten Briggschen Differenzen achteln sich offenbar und geben Anlaf zur Defi-
nition der dritten Briggschen Differenz

. 1 . )
Bj:= 2B} - By,

wie in Tabelle 5. Eine weitere Differenz wollen wir uns noch génnen, ndmlich

n Z(TL) Bl Bz B3
0 | 0000000000
267949192
1 732050808 17035907
49951391 475957
2 316074013 1653531
10834317 23974
3 147202690 182717
2525862 1349
4 71075483 21491
609975 80
5 34927767 2606
149888 5
6 17313996 321
37151
7 8619847

Tabelle 5: Die ersten, zweiten und dritten Briggsschen Differenzen

die vierte Briggssche Differenz

. 1 . 1
Bj = EB% - BT

Das ergibt Tabelle 6 und damit ist Henry Briggs am Ziel! Die Geburtsstunde

der Differenzenrechnung wird markiert durch die in der letzten Spalte mit einem

Kastchen umrahmte Null! Alle weiteren Eintrige in dieser Spalte werden Null
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n Z(n) Bl B2 Bg B4
0 | 0000000000
267949192
1| 732050808 17035907
49951391 475957
2 | 316074013 1653531 5773
10834317 23974
3 | 147202690 182717 149
2525862 1349
4 | 71075483 21491 4
609975 80
5 | 34927767 2606 [0]
149888 5
6 | 17313996 321
37151
7 8619847

Tabelle 6: Die ersten, zweiten, dritten und vierten Briggsschen Diffe-
renzen

sein, denn die Zahlen nehmen offenbar von oben nach unten ab. Also wird auch
Bi =B =0

sein. Um die Bezeichnungen noch einmal ganz klarzustellen, sind die Differen-
zen in Tabelle 7 explizit bezeichnet worden. Im Fettdruck sehen wir Differenzen,
die bisher nicht berechnet werden konnten, denn dazu hitten wir noch weitere
Wurzeln ziehen miissen. Nun sind wir aber in der Lage, die Logarith-
mentabelle von hinten nach vorne aufzufiillen, ohne jemals wieder
eine Wurzel explizit ziehen zu miissen!

In der Spalte der dritten Differenzen ist der Eintrag B unbekannt, aber wir
wissen ja, dafl

1
B} = 2—43§ - B
gelten muf3. Daraus kdnnen wir aber B berechnen, néimlich durch
1 1
B = ﬁB:;f—B;‘: 35-0=0,
denn 5/16 unterschreitet unsere darstellbare Genauigkeit (wir unterschreiten die
Ziffer 1). Schauen wir noch eine Spalte nach vorne. Die Differenz BS ist noch
unbekannt, wir wissen aber, dafl
5 _ 1 s 6
B; = 2—3B2 — B3
gelten muf. Also 148t sich BS berechnen aus
6_ 1 s 5 _ 1
B2 = 2—3B2 —B3 == §321—0:40,

wobei die 'Nachkommastellen’ 8321/8 = 40.125 aus unserer Genauigkeit her-
ausfallen. Nun ist aber auch B} berechenbar, denn aus

1
33:2—219;‘—3{
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n Z(n) Bl B2 B3 B4
0 | 0000000000
267949192 = BY
1 | 732050808 17035907 = BY
49951391 = B} 475957 = BY
2 | 316074013 1653531 = B} 5773 = BY
10834317 = B} 23974 = B}
3 | 147202690 182717 = B2 149 = B}
2525862 = B} 1349 = B2
4 71075483 21491 = B3 4=B?
609975 = B} 80 = B3
5 | 34927767 2606 = B2
149888 = BY 5=Bj
6 17313996 321 = Bj 0=B%
37151 = B B3
7 8619847 BS 0=B}
B7 Bé
1 3
8 Z(8) BJ
BY
9 Z(9)

Tabelle 7: Die Briggsschen Differenzen

folgt
1 1
B} = 2—23$ - BS = 737151 — 40 = 9248,

denn i37151 —40 = 9248 = 9247.75 und das ist in unserem Ziffernsystem gerade
9248. Damit sind wir nun in der Spalte fiir Z angekommen und kénnen Z(8)
aus

B! = %Z(?) - Z(8)

berechnen zu
1 1
Z(8) = §Z(7) — BI = 58619847 — 9248 = 4300676,

denn %8619847—9248 = 4300675.5. Damit haben wir die Tabelle 8 erhalten. Die
kursiv gedruckten Eintréige sind genau diejenigen, die wir aus B} = 0 zuriickge-
rechnet haben. Nun nimmt man sich den Eintrag B} = 0 vor und rechnet von
dort zuriickt bis man Z(9) bestimmt hat, und so weiter und so weiter. Fiir jede
Primzahl mufite Henry Briggs also nur wenige Wurzeln per Hand ziehen, alle
weiteren hat er durch die von ihm entdeckte geniale Technik der Differenzen-
rechnung bestimmen kénnen.

4 Zusammenfassung

Ich habe versucht, den ungeheuren Aufwand zur hindischen Berechnung einer
Logarithmentafel an der Wende vom 16. zum 17. Jahrhundert darzustellen. Nur
der Genialitéit eines Henry Briggs ist es zu verdanken, dafl Leute wie ADRI-
AN VLACQ und andere grofie Tabellen zur Verfiigung stellen konnten, die das
Rechnen so sehr erleichterten.
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n Z(n) Bl B2 B3 B4
0 | 0000000000
267949192 = BY
1 | 732050808 17035907 = BY
49951391 = B} 475957 = BY
2 | 316074013 1653531 = B} 5773 = BY
10834317 = B} 23974 = B}
3 | 147202690 182717 = B2 149 = B}
2525862 = B} 1349 = B2
4 71075483 21491 = B3 4=B?
609975 = B 80 = B
5 34927767 2606 = B3 0=B}
149888 = BY 5= Bj
6 17313996 321 = B} 0= B}
37151 = B 0 =B}
7 8619847 40 = BS 0=B}
9241 = B] B¢
8 43800676 BJ
BY
9 Z(9)

Tabelle 8: Zur Riickwéirtsberechnung der Wurzeln aus den Briggsschen
Differenzen

Nicht erwihnt habe ich BURGI und seine ’schwarzen’ und ’roten’ Zahlen.
Seine Entdeckungen stehen nur ganz am Anfang der Gedankenwelt von Napier
und Briggs, haben auch nicht die mathematische Welt so bedeutend verédndert
wie die Briggsschen Logarithmen und sollten daher an anderem Orte diskutiert
werden.
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