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Der Iogarithmische Universal-Rechenstab MAT H EMA
' von Dt."Ing. Eugeu Moeller, Darmstadt

Geschichte des logarithmischen Rechenstabes
Der logrrithmiroho nochcnrtrb verilauLt eeino Enhtehung und EntwicHung im wesentlichen
der Äufstellung der Logarithrnen ilurch Joet Bftgi (160?) und durch lord John Nspier (1614),
rler Aufzeichnung von logarithmischen Skslen durch Erlmond Guarer (1624),
der Verwenduag eines zweiten verechiebbaren Stabes durch Vingsto (162?),
iler Ä:rordnung zweier gleichortiger logarithmischer Stübe durch Villiam Oughtrerl (1630),
iler Jirfndung des Schiebers in einem Stobkörper durch Seth Psrtdrlgc (165?),
iler Äufetellung doppellogarittrmischer Skalen durch Rogct (1815),
der Viedererffndung dee Lünfe.s durch Monnhein (1851)
uad deltlaesiechen Gemeintc.Leftcorbeit ,,Darmstadt" untcr det Leituug von Pmf. Dr.Älwirr Walrher (1934).

Aufbau des Mathema-Stabes
Der Marhoma-Strb iet fät dic Anwendung in der praktischen Methematik und für dic rnatlrcrnstisclc Behorrdlurrg der Natur-

ges€tre g€schafen. Zu dieeem Zweck üt er mit allen elementaren Funktionsskalen so vollstä dig vers€hen, daß die Rechnungen tunlichrt
<lirett unil daher bequem urd genau drtchgeführt werden köunen. Die Anordnung der am häufig6ten gebrauchtcn Slialen auf der Vorder-
seite des Stabe;, die Einfährurg einer gemeinsamen Einheit für die Argumente der Kreis- tnd der llyperbellunktioncu, die formelmäßigerr
Bezeichnungen der Stanunfirnktionen und ihrcr Umkehrungen, die folgedchtigen Bezifferungeu der SLolen, die großen Skalenlängeu
und ilie Marken auf ilem Läufer erleichtern die Ilandhabung des Mathema-Srob€s wffentlich.

Die feststehende f,auptrlah, auf die alle übrigen Skal€n d€s Strbkörpers bezogeu sirrd, wird rnit Y bezeiclnret.

Die torvoglichc Eaqrtela\ auf öe alle äbrigeu Skalen des Stabkörpers bczogeu sind, wird nrit y }ezcichuet.
Die Stammfunldonen sind mit f(X) oder mit f(;) bezeichnet, wenn sie auf dic I{auptskaln Y bzrv. nuf dic Hauptskala y bezogeu

sind. Hier.ist demnach wie üblich
Y:f(x),
y : f(x).



Die Uotch{ohioacn gehcn von dcn Hauptslalen Y und y arrc und wonlcn mit f(Y) blw, nit f(y) bcroirünct-

Da die Funttionen auf der Sohicüardclroiro rlen Bezeic.hnungen Eit f(x) üd f(y) onttpocücntl auf dio lleoptrlola y borogca

aind, so bef,nden eich die rum A.bleeectlich aB .iücm FeDstor geüörelden Fonltioa$vcrte gogcDüb€s suf der Eauptrlola y, il. h. u tlcn
Endrtrichen der fcststehenden Hauptslele mit Y : 0,1 bzw. L

Um die Funltionen iur praktiach wichtigen Bcrcich ilaretollon zu tönnen sinil einige Slrtcn in'ncürco grlüra

Deur glcichea Zrvecke dieneg die äber die Hauptdekaile iler Hauptrkalon hinauegcheillen Sldcactwrittrunga viGlc! FutdoncD.

Dic ebeofellr über die HauptdeLaile der Ifeuptskalen üinaüBgehenden 9fdcnwioiccüohogu einigcr Futtiouen uacüo cin Um-
6tellm des Schiebere von cincr Endlage in die andere in vielen FnUen utrnöÜg.

Ällo rechtsläufigen Skaleü sinil eohwen gefärbt, Die rürtltuften Statd, das eind eolche, der€n'Zahlerrwcdo auf rlcra Rcc.Leortabc

von rechtg asch linke zunehBen, sind rot gefärbt.

Äls gencioarmo Eiaf,cit für <lic Ärgumeate der Kri'is- uuil der Ilyperbelfrrn&tionenn ilie miteinander vorwoanlt und in don Formoln
dsler oft Eiteinaniler gekoppelt sintl, rlient iler Ncugad. 7,ur bequemon Umwandlung von Nougtadcn in d.r Bogonma0 (nsdialt)
l,esitzt der Läufer EinstdlnarLcn für derr Faktor ?r/2 aul den NormslsLolen.

Die xohn'r-U gclr bei dcn Zahlenangabcn auf dcm Mathema-Strb cind cirhGidich arf dic trig<rnometrischon uad pytlego'
rcischcn Skalen [wgerichteti ausgeüommen hiewon sinil die Slolen ürit eingekloDmorten Funkdoneausdrtckea'

Die Bezeichnungen der Zalrlenwerte gind zwecks guter Lc6brrkeit und Übereicht Lür, gehalteü.

Ein Pualt vor oiler hinter einer Zifer b€alcutet, daß dieser Zifrer so vicle Dezimalaullea voranSehen btw. ro vielc Nullca folgcn

nie die benachbarto kleinere ganzzalrlige Zehnerpotenz angibl.
Die Skalen mit Ausnahme der für eX bzw. ln Y eind unglcicLmlsig g.tcilt. lnsbesonilcre sinil die Intcrvallo twilclrcn ilcn SLaIoo-

strichea sn verschiedenen Stellen einer Skala verschiealen groß. Einheiten im DeziBalsydtcm Bilil nicht immcr in l0 lltcrr'allc gct!ült,
sondern je nach ilem Bedüfnis auch in 5 oder iu 2. Die gegeneeitigen Zuoribrungea dc Skalenwertc dcr vcrcchiedencn Fulktioncn wcrdoa

in der Regel mit dern Hauptstrich des Ltufco hergestellt, Äm linken Stabenile benutzt man mitvorteil den linlcn Lüuferstrich' em r.rrht rt
Stabendc ilen rechten, wenn ee sich nicht um <lie Skalel eX buw. In Y handelt Die Abetändc rler Iluferrtricho vorteitalil€r entqttcchcr
ilen Faktoren rl2, 21t, ß14 unil 4r, die für die llauptekalen am unteren uail fär die obcren Normalelolca om obcren Lüufcraanl an-
ge.cbrieben sind.

Die ftralten der Bco.hcntcirpiclo in dies€r Sclüift und auf del Rüctscite des Mathema-Stabes ginil in ilcr Rcihcnfolgq ilcr
eiazelnen Roc.henocbritte von linls nach rcchts gcordnet und stü[üien daher im allgcmcinen nicht mit derdunlicheaVoitcilung dcr Gl6ßcn

anf <lcn Slale:n libercin. Die für die Be pielc belötigtcn Froltionrekslea dnd al! teilweiro Viedotgabcn der EeacüriftolgcE rD8€g.h'
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Theorie des Stabrechnens
Dar Priuip deo logarit}niecücn Stabrechnens besteht iloria, ilie ucchaaüch aurftthrbero Arüütio nnl Srhüdü von gtro*ol

daduch iu öo bcidon höhcrcn R€chelsürfen su vctrandelq deß iliesc Strockrn Funttioüsgräßct iru topritb.Eischcn M.0rteb daütrlldt.
Mrn crhäh üdQrüf.donclt od Divirioncn dcr lotä ichcn Zohlor, wonn ouf dcu be leo

arithmoa dcr rratütlichea Zahlon oul'getragon eind, Ea ist
Skalcu dic Log-

. loa *lnb -lna'b,
loa-lnb:lnalb.

Aurgango- baw. Endpunlt der einfac.hlogerittrmischetr Sksh ist öc Zahl t, do I rb Faktor ohnc EirfloB uud Ia I : 0 ier,
Dio Slrlen ait dcn Log.dthmcn dcr rrqtlirlichen Zohlen rind Norrndrldo des Rcchonrttbco; ilierc rind Erq*rldoo, rncnn dic

anilecn 9lalcn ruf;ic bcmgoa ri L
Ultt orhült Potcnr.d unil Vurh dcr natü ichon ZaLlen, vcnn dic oine Shala einc llauptrkele rrrrd die anrloro oine gkala dcr

Iloppclloguithuen dor ürtärlicüGr Zrhlon üt- Es üt
ln 0a a) + lo a : In (n. ln n) - la (n o!),
ln 0".) -l" n : ln (r/n. ln e) : h (n alF;.

Aurgaagr- blw. Endpuntt itct iloppellogarithmi:chen Skala iet die Bngis det Logarithoen, dn rlorerr Logarithmqr : I lnil
ilaLogrrithmurI:0üt.

Dio Urlehung ilce Rccüonvorganger liefcrt dio Erponcntco

la (ln a") - ln (h a) : ln 0r a": In a) : In n,
ln (ln o!"; - ln Qlr a) : lo 0r .t/" : tD a) : ln rh.

Dio Erpoaentcn n und l/u einil auch ilie Logrdthman dcr Numcri a! brw. al/" aor Baeig o.

Im alfucnroincu berteht kein Bedürfrü drch eioer Errolratug rler Stabrochneqe otwo in dcr Voirc, daß zwol Skrlon ilor Doppet.
logarif,hmcu roeinanrlor arüliert wcrden nacü dcr Bedehung

. h (ln 6) + ln (ln b): lL (la dh b) - h0!bh ).
Er gcofut, daß dieee und ähaliche Rechenarten auf dem Stab 6itt6l. eidachcr Schrittc ausgcfllhrt wcnlcn Lölacn.
D.gcgcn üt o6 für eitrc uofarocndo hwcnilungsmöglichtoit ilos EccheNt.boe iü l(.thcBrtit, Physit unil Techoit vor Vichtigloit,

da8 tlio olcncntaron uad einigc andoro Fuhma aqf dom Rechonet b cnthalteo unrl don Eeuptskaloo rtgcordnet iind. A! ilon Fnnk.



tionoeLelon f(X) unil f(r) Lännen aach ihrcr hoj.Ltion süf ilie Hauptshalen oder auf die Slals det DoPlrcUogldtimrn ellc höhcrcn Bcücn'
operationcn votgenoErDen wctden entaprcchcnd den Bcziehunge.n:

ln f(x) + ln f(x) : ln (f(x) ' f(x)'
h f(x) - In f(x) : 1a (f(x) : f(x)),
ln 0n f (x)) .* ln f(x) : ln 0' f(xf')),
l" 0" f(x) - ln f(x) - In 0n f(xf[(4).

Änch dic Bodoüugcn rwfuchco don FunttionrsLdcü .inil von Beileutung. Beim Übergeng von einer Skola f(X) aul eino Stala f(Y)
ffndet man die Funlrtion f(X)r,rrl indem maq die Oröße Y durc.h rlie Funttion f(X) ereetzt'

Dar glcic.hc gilt für den Übergang von eiuer Sl(sle f(x) auf eine Skolo f(y).

Beirr llbergarg von eincr Skala f(X) auf cine Skala f(y) ist f(X) noch mit dcm Foltor zu vetsehen, der gegenitbe ilem EarletdcL

Y : I auf der Ileuptrkala y rteht.

Ilnteprec.Lerdec gilt für den Übergang von oincr Skala (x) auf einc Skala f(Y) ; dcr Faktor vol f(r) eteht gegeuäber vou y : I auf Y.

Mittel. der Marken auf dem Läufer können beim Übergang auch t"FaLtoren eingelübt werdon.

Wegen der T,uorilnulg der Funktioneskalcn zu dcn Houptkolen einil sie wie diese logaritlmiert Man läßt jeiloch ilie allgemeine

Logarithmieruag bei iler Bezeichnung iler Skalen und ihter Zallenangaben der Einfechhoit wegen außer acht und schreibt die Nomcri

unnrittelbar oa ilen Skalenstric.hen an. Der Begrifl ilee logatithmiechcn Rechenstabeg oritrnelt sn del wahreu Sachverhslt.

Die Fnnktionen silrl auf dern Rechenstabe kontinuicrlich eüthdten. Si€ eind ilaher bei bequemer hrcpolrrionrmäglicükoft nur

rnit Lc{renrrag Gcn.utLeil eimtell- rnil ablesbar. ft,t L die dem Rechenstabe zugmndegelegte Länße füt dic Einheit In e : l. dann ist

alie Längc r der logorithmischel Sttecke dcr Größc y
z:L.lny.

Mit den Eimtell- ulrd Ablesefchlerlr usw. von rler Lünge Az raird der rclativc Fohlcr dct llrupuhla y

Ayly : LrlLi
er ist also konstant und vorr den Funktionen f(x), ö6 etrga snf öe skala I übertragen werileo, unablängig.

FürL:(f00mmDeka.lenlängc)/lü10:S6,S..rnmuailAz:L/500:0,1?..mmerhältmandenrelativcnFehlerauf
der l{auptsknla y zu 2 vT.

Bei n sufeinsnder folgendeu Multiplikationcn oiler Divisionen wöchat der wahrscheinliche Feüler nach dcm Gaußschen Fehler'

fortpflRDmmgsgesetr anf dos y'n -fachc on.
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Dic Lüngc i ilcr logaritlmiechel gtrecle eiler rler Hauptskala argeorilneten Funhtiou f(x) ist

lfiit ilen Eiugtetl- rmd Abloscfehlem u6,w. voa ile! 
"r1*]o1'.ftj$)* -.o* Fohlcc rof rrcc Fontcionskerr f(')

üira4L:
AxA : A, r (r) /t-1li).

l/500 erhält rnan dio Febler in lT nech folgender Tebellc :

f (*) r (v)

%
'|y'; .

v;
l/t=7
t/7 -tsin x
taD x
eitlh x
cosh ,r
tqnh x

Inx

v
'lvtlyt
y2

l/t=T
rnTv
arcsiu y
arctaD y
areinh y
arcosh y
artonh y
hy
€v

Die Skalen des Mathema-Stabes und ihre gegenseitigen Beziehungen
Die Hauptskalen Y und y und ihre Reziproke r/y

Die DtLdcnots.hitb von 0,1 bir I rtnd von 1 bie l0 usw. eiaer logaritimircheu Skala rler utärlichen Zahtenroihe wiederholcn
rieh ir kongrucnter \treire, rlenn ilie Logatitlnen unterecheiden rich nur um die dcr Zeürcrpoteazen. Ein Dokodenabechnitt rler llaupt-
skalen Y unrl y enti&lt aleo bercit-o alle denlbercn Zalilenwerte, wenn man von ilen Stellenzahlen abeieht. Man macht hiervon Gebrauclr,



irrdem mal jeden Tciluügeatrich fttl cine ganzzahlige Zehnerpotonz ale Änfrogr. bzw. Eurlrlcü der Ifauptakela betrachtot. l[.. derf

demnach auch ilen Schieber in Bezug auf die Hauptakalen aue einer Lege in die ihr kongtucnte am oarleren Stabendo unetalloo, u.m ilar

Rechenergebnis in den paeeerilen Bereich des Stebes zu bri gen.

Die Stale fy iet cine rüclllutigc trtrDtsLd. gemäß iler Beziehung lo t/y : 
- to y.

Sie erleu.bt rlie Umwedlung einer Multiplikation mit a in cine Divirioa <lurch l/a und umgeloürt.

Die Beziehungen zwiecheo den llauptekalen Y eine$eits unil y unil l/y anderseit€ eind ilio ilcr lftXtlihdon rmrl dcr Divirioo.

Einrchcobnongcn beginne nan in der Regel mit der D.wcguDg dce lAufar, um nach der aoachließendcl Schicberbowegrrng dae

Ergebrris inncrhrlb dcr Eouptrlclrdc zu erhaltcn und urn bei längeren Äueilrücken uDftrollü.wcitarrc}nGn tu Löancn.

Bei t Llldrc.hnEngcn isr es argobracht, einen Schiclorendettich ilem konetant bleibendea Ausdruck auf der Stala Y gegen'

üborzu6tellen, o- eot*t,I"" -itt"l" d"" SLol. y rrit variablen Fsktoren zu multiplizieren oder 4ittels der Slele l/y durch vatiable

ljivisoren gu d.ividieren.

Die Eiutdturg der Zuhten uuf den Haqüskulen, die ruit dem Läufeßtrich odcr ouf de Slmlou Y üud y üit ein€rn Endetrich iler
snderen Skala vorgenotlmcn werilen karn, geechieht unabhängig vom Komma in der Reihcnfolge der Zifrern. Bei Zahlea {ie 1234 i6t

die 4, Ziffer nur achätzungsweirc eina$telletr. Rci Zahlen wie 8?65 knnn ilie vierte Ziffer kaurn noch genägend berücksichtigt werdcn.

Eine Divieion wie 2468 : S,?65 : 28f,6 crhält Ban, inilem man den Läuf6rstrieh suf Y : 2468 uuil den Schieber mit y : 8765

|rntcr deu Läufeßtrich bringt; ilaa Ergebnis 6ndct man auf der Skala Y gegenüber einem Endetrich der SLala y'

Eiue lldtiplilarion wi e 234 . 567 : t32? . loe crhält man, inrlem man ilel Löuferstrich auf Y : 234 unil den Schiebcr mit r/y : 56?

unter dcu Läu-ferstrich }rilgt. Das Ergebnis fndet man ouf iler Skala Y gegeniiber eürcm Schieberendetrioh.

Die letltcn Stsllen von einfacheron Qüotient€n unil Proilu.kteu könrren ilureh Überleg.rog exaLt angegeben worilon. Mit ihnen

iibt maü dgs Abschälzen dcr We.te utwischen d€n Skalenetrichen. Beiepiele: 605 :4 : 151,25 202'3 - 606

Die Stollenrehl rlea Ergebni$es e4ibt 6ich aus einer ä-berschlägigen Kopfrechnung, in unübersichtliclen Füllcn nach der Abspaltung

von ZchnerpotcnzeD. Beispiel: 246800 : 0,008?65 : rd. 3 ' 105+2 : 2816' l0a.

IIit rter rbwcchrelndcn Benutzung von Läulbr urd Schicber iet fortgacLtc. Moltiplizieron und Dividiorcn nöglich; rnqn brsucht

ilabci leine Z*ircLcncqdolrrc abauleeen oder Schiebereodstliche aüf sie einzusteuen, Wenn e. rich beiepieleweiec-nut urn Faltoren haailelt,

ilamr benutzt man alßer der slala Y die skeleo r/y uril y abwechselnil. So setzt man a'b'c'd - . r 11b'c : 1/d. Man 6ndot

12.34.56.?8:l?82.10!.BeiAuädclenwiea/bcd:a:b'r/c:(lffndctmanl?s2/(ff'34'56):0,0?8.
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Venrr cin Faltor eher hodrhGr nehe bci f üGgt urd sehr gensu bekonnt ist, wie bei eidgen UmkehrfunLtionen auf rlem Mathema-
Stob' dom eniclt mon bcim lf,ultiplizieren durch dic Zctlcgong ilee FeLtors in rtie Zahl I unrl in rlic Äbweichung hiervon eine erhöhte
Gcnauiglcit Bcirpiel: 0,98?6 . 5$ : (f - 0,0124). 543 : 543 - 6,?3 : 5i6,2?. Anrlernfalle crhielte man nur-den Vert 536.

Vca! ein Q[oticüt aua eehr gerau beLannten Gliedern aahe bei I liegt oder wetrn dic Difiereuz ilie*r Glieder genau beLannt ist,
d.nn cmpfiehlt ricü rlic ZctLgug öenfolta. Beiepicl: 4361155 =.1 + 1/455 : 1,002198. Andernfalle erhielte man nur rlen Vert 1,002.

Gegenliber ilen Anfangr- und Endatrichcn ilet Skaleu Y unil y atehen wech*lseitig reziproke Vert€. Man keü dehcr Brüche auch
Elt vcltauschtpn Zählera rmrl Neaacrn rufurol um dftcLt zu den Ergebnirieu zu gclangen. Diese Metüode i.t daDn am
Phtle. wcm einc auf dio Skela Y bezogcnc StaEDfrrDLtion iü Ncnner Gines Bnrchcs steht. Beiepiel: 6zi . coeec goc : I / (ein 30s : 6?8): l'193' wobci eiL 30! : 0,454 nicht abgeleecn ru werdco broucht. Daa Ergebnio ertchcirt nun .uf der SLala y, inrlgm man ilen Länfer-
ltrich ruf rin 301 und ileu Schicber roit y : 679 unter den Läüfer6trich stellt.

lur folgcadcn iet rchcmatili:h dargeltellt, wic dio nöglichen Verknitpfrrngen zweitcr Stufe der Orößen a, b uud c auszurechncn eind.

Er üt
Illittel. dc! lhtc n /2 auf ilem Läufcr Löuen Ncu$ode c eirres Vinkels in das Bogenrtraß rail verwrndeJt wcril:rr lnil urngekehrt.

ls : r!/200 rad : 0,015?0?96 rad,
I rail : 200/n8 : 63,66198r,
n : 3.1415927 =, l/ 0.3183099.

Der Foltor t/2 ertsPticht auf dcn Hooptatalen dem Alsterd der mittl€ten I.äuferstriche, iler auf ilem Randc rlic Bezeichnung 1
bit, vom rochter Ltuferstrich. Beirpiclc: 8?,6! : 1,3?6 rad; 0,134 rail : 14,9s .

llittels ilcr üeko 2 z auf ilcm Läufcr kann bei gegebeneo Radius r der Kreisumfang u eingeitellt werdea. ilern es ist rr : 2 rr r.
Dor Faktot 2ttl10 ertsprioht ouf detr Eauptskslen ileto Abstand der mittlercn Läuferrtdchs, vorn li[kcn Lituferstrich.
Beiepielo: u : 1234 mm' 2 tt = 7750 mm, .m linken wie nrn rechten stabcnde cißrallhnr, rh rlic Skalonrvic4erhollngcn ansrciclcn;
r : 4560 cm ,2fl:. 726 .n.
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Dic limuc Inrqnlerion vo! ZalJenwort€n berolrt auf der genügeud genauen Propoltion|lität zwiechen ilca Difiercnzen der Ar'
gumente urd den DifiÄnzen ,le" FunLtiong*erte in ilen geeigneten Fältcn. Der R.che..]a! kamr hierfüt ia rehelicgender W'eise aelbat

äana alr Hi11sditt€l dienco, wenn es sich um vielsteUigc Tabellenwerte handelt. Für wiedetholte Intc{olatiotren zwigcLen der ldeinorcn

Zahl o und rler größerel Zsht b, die beide Dür mii nechenstabgen&uigkcit bekaünt odü zugrundczulegea sind urrd die Ärgumentenilillerenz il
heben, eignet ;ch folgendo Merhode, Man brirrgt v : il über Y : b-a; dann steht iler Zahl a auf der SkalaYeine Zahl c auf der Skala y

g"g"oft"a t".o", Ao Zabl b auf iler Skala Y dic Zahl c*d au{ der Skala y; die auf der SLala y e*ichdichen ArgumeÄtenvelenalenrlgon'

i.-h. ,lio oo," 
" 

odu, g"gebenenfnlls von c*el abweichenrlen Bcträge crgebcn auf der Skala Y dic argehörige[ Fu[Ltioniw€rtc rrnd umgc'

kehrt. lfa! crhlilt folgender Scheine:

v

Y

d r: cl_rl

'b-ao<b

v

Y

Zua Bcwefue schrcibt mnn ausführlich
c : ad/(b--e)

c-fd : bd/(b--a) : ad(b-a) ;l- d.

Die Größe c ilarf ohnc vcsentlichen Nachteil übgenrndet werilen, unr das Ablegen dot Atgudentcn.Vo!ätriloauogou zu crloichte rn

Beispiel: a:456; }: ?89; tl : 2. Man nndet c : 2,738 : td. 2,?4. Fib dcn argqactrt€ltuwschr 0,234 wiril ilcr Funttiou-
1ys.6 : 4,9_5, wenn ilie ArgumeDte von n nach b zune.hmen; im andelen Falle winl det FuLtionrwert : ?50.

l)ic Vürtdn der quodrtirolon Gleiclrrmg
x2*ox-ll'=-O

ergebcn sich im Reellen arrs don Äbszi*sen .le! SchDittPuDlte der Einheittpanbel

und der Genilen
Yr:-ar-b'

Das Anlegen eincr LinealkaDte qtr dic Psrobcl und ein Abgchittzen geai4t, wenn mal tlio gcfrudonen Iäauagon mit Hilfe deg Rechcr-

stnbea verbessett.

t0
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Ilierzu bringt ma:r die gegebene Gtcichung in die Rechcartabforo
x*b/r:-s

und stellt cin€n Schieberendetrich quf y : hi mittels des Leufergtticüs
erhält man dqnn vou der Skala Y aue zu jeden beliebigen We.te vorr r
die zugeüörigen Werte b/x auf iler SLola |y. Die Sunne dcr beirlcn
Werte soll : - a sein, wae durch probieren erreicht werden muß.

Da die Vurzeln x, und x, dem Viötaschen Satzc gehorchen,
wonach xr*xr:-o
isg so fndct man aul ileuq Rechenstab die beiden Vorzcl'r gleichreitig,

Bciepiel: x -2lx:3; 1:3,56; rz: - 0,56.
lfenn die Gerade y, die Prtabel yr nicht schacidot urit aic

'Wurzeln demnach Lonjugiert Lomplex aind, dann nrendet mal dic ruch
sonst gältige Formel anl

xr'x2: -alz+ y'Ai4 -EDie Moßzahlen iler Koordineten im beistehendea Bildc det qua_
dratischen Einheitsparabel können ale Numerierungen g"lt"o, rveoo e"
erforderlich i6t, die Maßstäbe der Koordinaten zu verÄüden Er ist
dabei zu beachten, daß die Gleichung der quadratirchen Einheitrparabel
erhalten bleiben rnuß. Venn man z. B. die A-bezig:enmoße verdoppelt,
muß man die Ordinatenraaße vervierfacLen.

Die Ifauptskalen eignen eich fär die verwenduag im Ecurrcbca
ScLcma zut Beetimmung des Vertes von GleicLungen folgender Ärt

bo: ao r4 *., rt + a2x2 +,arr + ao
lür einen begtimmten Velt von x. Ifierzu 6chreibt mal ilie Koefüzieoten
in eine Reiho und aglinzt dae Schema ecürittweise wie atrgegobeD, wobei
ba : oa ist, b, : a, * box, b, : a2 * brr ugw. Durch wie.

derholte Änwendung 6ndet Ean cl : fr(x)/l !, d, : frr(*)/Z ! ,r"*.
fib den angeaom.menen Wert voo x.

Quodrotirchc Einhcitsporobel.y. r2
ll



b.I
l!l{

*br t *btt *b, r
lo

*br *
b,

*cr r
bo - fGYot

-t50,?+rs3J

b, br

*cl r *c: *

ct

*dr *

tz

{d: *

cr : t'(')/lt

d, 4r : f'tr)/rt

![a. .tc[t eincn Sohicbotcrilrtrich eufY - r, dea Llofcrenich euf bo, ca unrl-d! uDd li..t ilic Ptodoltc uf dct StalaYü.
'Vca1 itaboi rlcr circ odcr iler andcrc Faltor ciac Schicboumrtcllung vcrleagca rotlto, multipliri*t men bci unvcnlulcrta Sc.htobcrrrrllug

ait itcm vcrdoppcltco odet lrit rlen halbiertcn Frttor und hdbicrt b,ll. vccrtoppolt ilar Ergcbai.

Bcirpiel: Dic lrubiachc Gleichurg

rl l5J tt + 82,65 r - 150,? - 0

rvinl dadutch vom quadratirchcn Glicrlc beftcit, ilrß nen
x-y+15,4/3

rct t. Dic! kann mii IIflfc der Homerschea Sctre.mae gcrchehen, iudcm oaa cr in rwci StuJcn Drit ilcü Vcttc 15,4/3 : 5'1333 tlurch'

fübrr" un dio Kocfrüiearcn dct redurisdon Glcichrug m erhalten. l[en .tctlt y :3 sul Y : 154 obnc zuf,ilfcaaboc dcs LlEfdt ci!
nnd crhnlt

d.

-r5,4 82,65
--52.?0

2993
:26,35

rs,4/3

I -r0J6?+ s,r33

r - 5,133 3,60

Vic errichtticü lrt, crgäbc dio l{,oitltc Vdfolgurg dor Schemas, il.ß au rwTta Gücif rc.rcUwiuaot. Dio &duridtc Gtcicbung lautct
3'6 v + 3-0,+yl

12



Die Parabelskabn y'X. .Yt , tE.. yr und ihre Reziprok e 11fi . . trye
Die ParabclskÄleu und ihro Rcziproke sind auf dem Mathema-Stab ri'egcn rler großcn B.rleutung der Quadrerr 11nd eodrrtrürcloin der gleiclen Ausführlichteit rrie die Hauptekalen aufgenommen, Da

ln y'f : r/, lox
üt' so liegcn hier ebenfalls Normalskalen vor; ihre Teilungslängen sind hatl, ao groß wie ilie der lraüptskalen. Man kann dalrcr mit ihnen
ebenso multipliziercu und dividieren wic mit den Irauptskalea untl ihrcr Reziprokeu untl dabei 

"o!.. 
g.r,, ohne Schieberumstellungen

aurkornrne4 was beispielewcire beim linoarcn Intoryolicr€n von Tabellenwerten angerehm ist; 
^"r, 

*oß obn" den iloppelten telativen
Fehler in Kauf nehaen' wenn nitrht die vuzel aug dem produkt oder aus dem Quotienten z'. ziehen ist.

Da eowohl die Quadratwurzeltr als auch die Quadtate der gewöhnlichen Zahlenreihe im Bilde Parabeln il&rstellen, so isr dic parabol.
rkala ein Saomelbegill für die Quailratwurzel- und euadratskala-

Der Dekade einer Ilauptskala sind zwsi Deladon der Parabelskala zügeordnet. Beim Vurzelzieheü, was mit ilem Läufeßtrichotlermit einem Schieberendstrich geschehen kann, ist von der linken bzw. von iler rechten Dekade auszugehen, wenrr die Anzahl der Ziffernvor dem Komma oder die der Dezimalnullen hintor dem Kornma ungeraile bzw. geraile ist. Beispiele: y'i2t: : 11,09; y'I zlj : 1,50?;r'nnfr : o,uoe; y'u23 : o,tso?.
Kommen in [lrsEücng..ct!!.otr Auedräcken außer den lincaren Faktoren unrl f)ivisoren nur noch solche irn {uatlrat oder nur

|roch 6olche unter dee lfurzelzeichen vor, ao eind die linearen Glieder mittels der Parabelskal€n bzw. mittels d€r flauphkalen zu berecbnen.
Im folgonilen Schema sind die Ergebniese fft den Fall dargestellt, daß man eine Größe a mittels LäufcrsEichs auf d€r Skala y ein-

stellt' eiDe Clöß6 b eüf rlen a.ogcgebenen Schieberskalen unter den Läufentrich bingr und rlie Rcg.ltate sowohl auf alen festsrehen<len ale
auch auf den berveglichea Eaupt- unil Parabelskalen gegenüber <len Endstrichen abliest.

r'x ^2 ^2 thz t ^2 a2.b2 I ol a'.b 1 L l.2

{-
'ly';

'lv
!

br r b2 la2

'h' r a2 lb2

'h l a/b

blb/a

tlb' l
b2 I
bl

'lh r

'l^'b'
a2 b2

ab

t/rb

'h 1 r/az b

b 1 a2b

l{ t ay'i
'll6 1 ,ltli

b I b/a'
,/1, 1 a2 lb
tll'i- I "ll,fVb t t4"

y2

'lv'
tlv

v
Y ./ba I aI'a I ""y'trI & "lr'i I Y

l3



Dor rrächrtc Rccücnrcücne cutqricht dcm vorigca nit dGm Untcrschicil, doß sich a auf dor Stala y'F l"fud.t.

r'7 a th2 I c ob2 I a rb I a alb I y2

r'7

'1y';
tlv

bt

Llb2

rlb

b

I b,la

I o/bs'

I v;lb
t bly';

tlbt I r/sbt

br t ab,

I I y'it'
rlb 1 tltG r

tlh I l/ob

ab

r'-ß | y'fr
rly'i t t rly'fi

l, I bl,
tlb I oA

rllb r /-rtt'
r'F t r'Ei-"

v

rlvt

rlv

v

Y t; r';lh I r'; y'är' I r'; r' "t'
I r'; y'-"lb I Y

Die obere Mrrtc a/4 auf dcm Läufcr, rlic wic die obere lf,orkc z/2 vom Eeuptltrich : I our räült, e.oüglicht cs, dcnlnhdr .cr f,roirce
von gogolxncm Durclutcemr von Ginar Eiuptllde aue auf dor eltaprccücnildr Perabelekrle ünrdttclb$ einruatcllon odcr in nogc-
Lehrtcr Rciheofolgc rton Iloohncrct clnc ßrciro vor gogebencm Inh.lt. Bcirpicle: ttll , 23452: 432 . l04i y'ffi=7ii : S+,55.

Der ßulur nnd dio Quadratwur:ot hionus, cbclro dic ßulit*ur:cl uad dae QuaiLat hiervon, crrcheiacn bci BGnuttung ilct
Eaüpt- unA rlcr Panbcbtalcn ouf fortrtcüedcn Normablalen, so ileß cia lreit rtcchnen Döglich ist.

In rlo folgcniten Darstolluag iLc Bililurg ilcr & Pot or ist ec gleiügüItig, auf wolchcr Dclodo ilcr rcriprolcn Porabdgkda oan
ilie Äurgaagrgrößo eilrt It. Boi rfcn Qua&ot*urrcln hicraur einrl jeitoch ilie DeLaifeucgptlt fft d.! Quailntwurtokichcu rcton
bcim Einstclldr dcr Äorgaagagrö0c cu bcrchtoon rf,cehdb rlloeo ÄurdrücLc oiagetlamuen rinit. Beirpiotc: 2312 : 2,828i 2gtlz : 89,1.

Bei rlcr Bifrbng dcr & Vcrd i* dic Trtr.che, d.ß lie luch holdaa gcfrrder re lou mnß, rlurcü oiaca Doppclrtrich vcdriu-
Lildtrcht; di6 trert $rf rler Sldea VtF.. t/yt oadYontcr ilcm Läuferstrich mäsreD EitrinEd@ üb.EcinrtlrDtoe!. Es ist rt bei glci.ü-
gühig, ouf wcküor Doüeilc rlcr fcrtrtcüo&n Ponbotelatr msr ilic AusSarg.gräßo Ginrtolq wcol nea dre u6of!üro Etgcbnir ohrcütr

1{



im voraus abschätrt, um von 3 möglicher Lau.fentelluagea ilie richtige zu wilhlen.
Dekailenregela scho! beim Einetellen ilet Äu.gaodsgrößo zu beachtä, weahalb

Beispicle:22l3 : 1,58?i 202/3 : 7,37; 29gi/r : 34,2,

Bei d€a Qusdrattmrreln aind die entspt€chendco
dieec Aurdrüc&c cingeklammert rind.

t/i I
o I ,l!b b' I Y

v;
11y'-*

rlv

v

.3I tl^
tola

312
I(o)

r (r/utl')

r r/l!'" ,/o

lLtFb
r 

'(rt/u) 
(b,

r , (rfu 
t/u) (flb)

y2

rlv"

lly

v

Y
3t2a ("') I ra{1 r Y

Die 4. Potcnron werden mittelg eines Schielrerendstriche auf iler festatehenden Porabelskale eingcatellt, indem ma! Aittelsdes Läufer-
strichs die Basis aüf der Skala Y markiert uad den Schieber nrit der Basis.errf iler Si<ala r/y unter den Läufe$trich bringt. Man hat ilann
in Bezug auf die feststebende Psrabelskolo das Quadrat der Basis ine. euarlrat erhoben.

Die 4. Vurdn ethält maü ohne Probiera durch zweimaligee Quadratwurzelziehen, wobci rlio €ntsprecheüilcn Dekarlenrcgelo
zu beacütcn eind. Beispiele:2'l. : 1,189i 20'j : 2,115; 200r.{ : B,?60i 2000,J :6,69.

Die Vuzeln der rtdrriert.n Lubiechcl GleicLung
x3+äx+b:o

ergebrn sicl iur Reellea aus ilen Äbszigsen der Scünittpunkte der kubischen Einheitephrabel

unil der Gerailen

l'):-rt\-1,.
15



I)ar Adcgcu ciaor Lincalkaatc an die Lubüclo Porabel uril ei! Äb!chet!e!! gprlügt,
{Gtrn lnaD rlic gcfirnrlcncn lSrugca -rrit Eilfe dos Rcchcnstebes verbca.at Eicrru blbgt
nal ilic gegcbcue Glcichong in dia ne.ü€rlstobfoEd

rtlb/r:-6
ond .tellt Gineü Schiebcrendgtrich auf Y : b; mittclr dcg Läuferrtrichs erhült man dann

von dct Slala Y eur zu jedem beliöigen Verte von tt auf dü fertstchenilco Panbcl-
elala ilie mpüörigel Vert6 b/r auf dcr Stala r/y.

r'x x'
I Yr

,ly

v
. bl.t

I
,ly

v
Y b lxl Y

Dio Sobmc der bciden \9etc roll.: - a seirn rvaa ihEch Plobi.cn! crcicüt rvclrilGtt

muß. Ilcnn maa einc Vul'el tr t€Dnt, fndct maa öe beirleu qnilern aur

xz,x!:-*rlz+V-"-Tff1q,
rrar ineberonikre dann erforilcrlich sein kaü, rveoa öeae konjugiert lomplex rinrl Bci itcr
Kcomir voa zwci ltrnraeh der Gleichulg crhelt man ilie dritte gcmiß doln Vi6t !ÄG[
Satt! su! ilcr Ergünzutrg der Vurzelrumne zum aogativea Kocf,ffricrtcn.ilcs ,wcithöchltto
Gliedcr ilcr Glcichung, hier also zu Null.

Bcirpicl: f *3,6x-|3:0; rr:-0,126a !r, r3:0,363 + 2i,
Dic llaßzslleNl ilcr Koorilinatea im'beistchondcn Bilde iLr hrbischco Eirf,citrpanbot

Litaaco olg Numcricrungen geltcn, rveon ca erfotdcrlich igt, öc Maßstiibc ilcr Koorilirato
lo vetfutlcrn" Er iat dabci zu beachtcu, daß öe Gleichug der lubischca EilheittEqrebcl
ech.lt n blcibro muß. 'ltrenn nan z, B. dic Absrisacurße verdoppelg rouß men ilio
Orilinatenoaßc vcmcLtfacheq

Kobishc Einhcltsporobcl y -1r16



Dar genauore Arad.l6 rü. OlrdretrurGl aue dor Zahl c gescLioht rwccLoÄßig in dcr Fotn+l/;: ! /;-'-+ R: r + x,
inrlon mstr r Dittclr de. Rechcletabeg rlurcb Prcbietrn gebäß folgonder Bedingung bosti@rtl

R: (la;!r1 :1
Diescg Vcrflhren hsrm truch aach nehtcrcl Scc,hcngchritton

ilot ctattcD'l9uEelzichcne angewoanlt worden.

Beiapiclc: y'JE:ä3e = y'-tzzsoo+ss6: 350*ri$ y'-rswe : l/ifo-m0-=m : 400-0,155 : 399,s45,
: 351,363, ihnr cs irt 956 : (?00+I,363) : 1,363, ilcra es iat r24 r (800-0,155) : 0,155.

Bci ilor grhrrirchca lil.ipoLdoo ei[Gr l\rlttion .rsctrt man dio Funlrtionslulvc duch cinc Parabol. Dic Fualcionrworte
y : f(l) eGicn fä! gleicüc AryuDrcDtrbstliüdc bekourt, rrail ca wcrde crtrvedeuur.Aisri6re xo { A r ( t1 ilio Ordiaote y6 + A y goru.ütl
oilcr c. w.rilo rur Ordilate y. * Ay (y; öe Alezigse xo { A x gerucht. Der punlt yo { Ay : f(x. + Ax) Bögc Drrn
Bit su!üoich.ntlcr Oe@uigtoit atrf d.r Ersotrparabel licgen; dec geeuchtc Vcrt kann dana durch rlirektc bzw. ilurch inverre fatorpolotiol
eünittelt wctilc[.

Dio f.rrrqrreüot muß durch ilie bcidcn htttc ro, yo urrd I r,
yr gcücl. Ibre Acü8c 60ll de! EiDfacllieit $rogen parrücl uu Ordinatrn-
acüec roh" Alr woitere Bedingulg zur Beetiromrrg rlor Parabcl üt dic
Vorrc,hrift gccigner, rloß <tie Ordinaten ilct Erdatrpardbd dio arithrnc-
ti!.ütü üittol du8 don (Hinotetr dor Pargbel I durch ilcn PuDtt x-r,
y-r und der Parabcl2 durch don Punkt xlr yr coln !oll6n.

lf,it ilcm tinorrcn Intcrpolatioargliod L ud rlon quadrati.chen Int rpot.tionrglieil

Quodrotische lnterpolotion

Q lrt ilcfiritiougcul0 av:'A,,--* L*(*,-J'o
L: yr-y.- Q.

l1!r dic lnvcrro lltcrlot tion dtibt !i.ü

at-(y'r17 a,l@- r) (rr-*Jy'2Q.
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Werm der Vrrrzelausdruok nah€ }rei I li€gt ünd rnit den pythagoreiecher Skalcu nicht neht berechnet wordo[.Lann, fndct men
mit der Abkürzung k : Aye/L!

Ax : (l - k + 2L, - skr + 14ka --al1s' i rszlo 
-129k7 + lßols -.1. ) (x1-x.)Ayp.

Q1 dc' Parabel I ergibt tich wie folgt' 
yo-yr : Lr * .erYr-Y-r :2Lr+ 4Qr

Qr: (y1-2y.fy1) 12.

Äulog ffndet man Q2 iler Paraüel 2 zu

Q2 : (yo -2yr+y!) : 2.

Demnach winl a: ((yr-yrF{y.-y-rD : a

orler ia Vorten: Da! quadratischo Interpolatioueglied ist oin Viörtel dei Difrerenz ilor iloa bctrachtctoa Iatarvdl folgonrleo Tafclditrcrcu
und rlcr ihm voraurgehcnden Tafeldifrereu.

Die Ersetzpsrabcl decLt sich mit ile. gegcbelen Kurve, weaa dieee eine Parabcl von dcr Art y : 1t 1g1; 5i". iat L : 2r unil Q : I
für den Arßumentabitand l,r'ie aur der Gleichuag (r+l)2 : rl { 2x f I oh.ue wcitoe! folgt Dagogeu etimmt ilio Errrt4arrbcl
rnit dcr Perabel y : y' 1 nicht überein. ltan muß doher vor rlor Aufetollung eiucr Zahloatafol mit voroürge.Gt t!. queiüatircücr

Int6üpolatioa p!äfe!, welche der beiden Variablen ale unabhäagige ilie größett G€nauigtcit oneichen läßt, fatlg eiae V.hl ühdL.upt
in Fragc Loumt. üanchmal empffehlt es sich' eine Voriablc elr Reziprote aatu.ctten.

I. Boiepiel. Eeeeiengegöcay: etfärx:2,30 mit I :ervalleü von 0,01. Geidcht wordc[ y füt i : 2,315 undrfüry:10,12.
Mit dcr folgenden Aufetelluug

xy Tefelilifr.

9,971 182

t0,074 42s
0,000 506 0,100 ?43

2,32 r0,l?5 6?,1

0,102 268

2,33 10,271 912
erhtlt maa o3,ns : 1;o,o71 12s + 0,050 3?f + 0,000 12? : 10, 124 923, wag mir ilen wahren Vcrt üboreinatimrat Im allgcucinon

stellt mar A x/(i, -x. ) auf itor Stala Y cin, um üit L &rif dor Stela y dcn linearon Toil und bci gl.i.hc! Scli.b.rircltültt Eit

l8

2,30

2,3r
0,100 2,*l

0J0r 249



Q auf dcr St.l4 t/i. . yz ilen quailratischen Teil von Ay abzuletcu,
Fiü y : 10,12 wird k : 0,002 2?22 uid x : 2,314 514, r*a8 üdt aleirr wahren Ve.t üb€toirßtim$t.

2. Beüpiel. Es aeien gegeücny: lnxfürx: I0,0 mit Intervallen voa0,l. Geeucht werrlen y fär x - l0,l5 und xlüry :2,31?.
Itit der folgendea Aufetcllung

Tafeklifr.

0,009 950

0,009 853

0.009 ?56

crhält maa ln 10'15 : 2,312 535 + 0,0M 951 - 0,000 012 -- 2,31? 4?4, wuu mit dern waluca Wcrt über€instiurmt.
Fd. y : 2'3u witd k : --{,002 2088 und x: 10,145 I94, wag in dcr letrteü Ziffer um I zu gtoß ist. Beirle Beispiele iler inverserr

InterPolatiol sind lrit der Rccüenmaschine berechnet worde!, um die Genauigkeit der quadrutiachen foterpolatiou in ilea vorlie-
genden Fällen vorzuflihren' Es i6t aber ru erleDnen, daß der Rechenatab alr lliüamittel fär NebeJrechnungen auch bi im übrigen geuaueren
Methodea gute Dienrte leirtcn Lann.

Die pylhagoreisdren Skalen Vl-P..t/t:Vi und r/XE-l ..t/lTyt
Dio beidcu pytürgcci*Lco Sl.Iclt eDthaltcn im Vecin lnit der ll6upt6Lela bildlich ilie Scitcavcrhglbirsc in rechwinlligcn

Einhoitrrtcioclca.

, Dic f,rclrrlete lfi=F . ,1t132 gibt iEverbitidung mit der Hauptakala zu einer Koordinate des EiDheirslreises di€ analere KooF
dindte aü und da.hcr tum Sinur dcs zugehörendcnViakele den Cosinue und urngelehrt. Dic Koorilinstcn ileg DinüeitsLreiscs sind Kethetervoo Ebhcitsdrcicclen mit dcn Eypot€nuieD : l, d. h. von lfypotcDus..tr-Einheitgrlreiec.Len.

- 
Die f,pcloleldr l/P= . . |/TTY2 ght in Vcrbinilung mit der Eauprakela zu einer Koorilinate iler Einhciuhypcrbel die anderer(oordi!.to .! nail daher zurn Tangens der zugehötenden \0irtelr deo Secano und umgekehrt. Die Kobrdinaten der Einheitehyperbel

sind circ Katicte und ilie Ilypoteause von Ehheitsdteieclcn Dit dcr enderen Kathotc : l, rl. h. von Kathcr€n.Einheits(heiecten,

10,0

l0,t

10.2

10,3

2,302 585

2,312 535

2,322 388

2,332 I44

-0,000 0485 0,009 9015
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Da die pythugoreirohen Skslel wie auch die Skalen dcr trsnszendenten tr'unktionen aul eroer oder cof bciden S€lan rblc.Lochdr

lincarc odrr cinc {lladnrlische li:zidrrlrg zrvilclrcü d(r rntrbhätrgigor rrnd del abhüugigerr \ trieblen,

ll rualcheo !üllcß ragt dcr lrurötigtü llcroir:h rlos vcnrcllttn ScLicbers rüudrlic! ülrer dcn rnit ihur gr:Loppeltct Bereich der pytJra-
goreiecher (oder su(:h auilcrer) Stulerr lriuaus; vcrdoppclrc oiler hdbi.ttc W6.te tler gegcbeaen llreiccls rnit zu halbi;renilcn bzcr. rü vor-
rloppelurlel l')rgel'lirserr fllhrc rhltr rueirt€rs ohrc St'.hieJre,rurnstc.llnr4rcn surn ,rielc.

Dic folgclilc Zur,ururlenctollung zrjitt rlio g(gcoc{.itigor Bcaielruogcn zwisoh€tr dcl pytlugoreircheu Skalcl ulrl deu Hauptekalcn
il rlcr Schiebergrurrdrtellürg, rvcnn rüürr dic -{urgolgegrößc nuf einet der Skalcn gleicü r scbt. Dcr Wort dieser ZüsnrnmenhüDße hert€ht
ni(üt rr r irr rk,r dirr:kton Verrvcrrdbnrkcit, $,ndcrn \or {llern ir rlff hohcl Grneuigleit der }'qebuigce.

l/xr-l

lx

'!y'7

vT-T'

rn-a
l-z'

1l (-"2 \

tly'r-/,

miiF
I lr2

y'F-\,2

t)irri;

lz

tt-E

r'r+;
t

tly';

r'E

a2-l
r/ (z! _t)

tltEl

t/i4

Y'lTttt

'r 

l,r,

,ly

l/frt

Die trigonometrisdren und zyklometrisdren Skalen sin Xe. . arcsinY und Xs . . arc tan Y
l)ie beiden rrlgononcrrücücm nl rytlonnrrirchco Sldoo cathalteu iu Vcrbinduug Dit der lhuptihla die Thldfo]rioocrr ol

Vinlolr ilic in de,n rechtr'irkligen EinhcitldroiccLcn unDittolbot vc.aüschar icht werilen.
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lon x
.,t;'l
tly

stn I

v

fi;z

50s orcton y Äüf dem Rechcnrtrb dld ilic Violctfrntrion.o gogcnübcr den

l2 ,lEF Vinleln ingofem bcvorzugt, alo man die Funttionen ,wecls Wciter-
rccünens suf die Eauptekala projizieten k*nn, während die lffinlel nur| 'ty abzule&n eirld. Dies hat seine Berechtiggng, wcil selten rrach Vintell

I y gcfiagt rf,id, häuffg aber nach Äurwirkunßca für beliebige Wirlel,

O 1;/ 
Entsprechendes gilt onci fär dnx rlrgrrnrcnt rlc.r hypcrholisc.hcn

R.drrwinklige Einheitsdrcie*e im Einh€itskreii
und on dcr Einheibhyperbel, mil gleichenWinkeln

Dir Skolon di*os Bildes .ind ni.hi logorirhmirrt

Vährcrd i! der Motlematik flir &c Vinl,el rlaa Bogenmaß dus
natii.lichc Atgument ist, €rrchoi-ot der Ncujred bzw. der rcchtc Winlol
als ilss gceignestc känrtliche Arguoent für die Aurrecünungen. Daa
Datärlic,he Argumcnt iler trigonomehirclen rrrrd det hyper$olüchcn
FDuktion€n ist oft mit dem Fattor r/2, 2a oder z verrchen, so daß eich
der rechte vinkel oder ein gaarer Vielfaclr.ß rlnter l'oltfrll deß ,.Faktors
von oclbct als Eioheit rrgibt. Beim Mathcma-Stah irr desholb die Teilung
dcr gcnanntcn Frrnltioacn in Neuprad vorgerehe.n,

Die Skala rin Xr . . 2ll0 rz . rrc rio Y (ebßc.küEt tsin y) häaßr
rnit der Kreierlala cng zurammeo. Infolg€ dcr ge.meininrne-n Haultßkala
;rt Y : }{S- ein Xr. I)amit ergibt sich /fri.= c.," Xr un1
dic Teteache, daß dct Ldufetrtrieh WFitctripej iler bejrlc[ Kathctcn
dea Hypotemraen-Finhcitrdrcier"lr nnil cincs argqhörendr".n Vinkole
nnzeißt.

Dic Stala rn Xr . . A)O tr . .rc tlll Y (ol)gGkihrt ctln Y) bänßr
mit det Hyperbelakeh eing ruiammcn. Infolgc tlct gemeineamen Hnnpl-
stala üt Y - l/Xt=t: urt Xß. Damit ergibt ßich 1-f 1yz _- sc,,
Xl rrud die Tatrechc. dnll (ler Läufeürich \Fettctripel dor zweiten
Kothete uql ilei llvpotcm!ßo dc$ K{t hetcn-ninhcitgdrcicckx lnd eincs
zufc"höteüilen Vinkel* anrcigt.

Dio Kdklc a cine.r belicbigcn rcc,htwhhligon Drcieeka mit dcr
Ifypotenusc c und der anilctcn Katiett b findct mrn aue

s __ z;i=i : c/t=(E[l{

lOOs orclin y
I

I

I

I

2t



Uoü stdlt auf dem lfiathema-Stab g.Böß ilcr lwcitan Forncl hopoitionalitÄt rwischcn dcn Seiton rlcr gcgcbonon Dreicckg uDd
ilen Sciten ilcs Hlpotcaueeo-Einhcitaibelccle hcr. Eictru briogi rnan y - c an rlen Eldenich I det Slrale Y, rötigcdalls alt ilerr Eütilstrich
0,1. ![it dem Läüergtich atf y : b eqibt rich such t : b/l fcmerTi:166p .of acr foi"*d. uoit rtctVintel ß auf ilet eia. . arcä-
Slala. Durch rlie llbertragung der Betragcr y'I@)i von der Kreisskda arü dic Y-Skah Bitt t! dc6 Läüfcotricü! fndet rnon auf iler
y.Slala bei unveränilefier Schie.bcEtellung ilic g€suchtc Kathetc l4E5r u l ouf iloc ria .. rtcrh .. Slola den Vinl<el a.
fm Schera iot dcr Bcchenvorgaug schrittwci.c dorgestellt,

v 'll cb l/ffi v

Y

rn=,
cgin Y

Yll r b/c

le il o /T4i..;
ein Xc ll roo 'r

Beispiele: c: 6,?8; l) :11,56. o : 5,02; tt : 53,0 l; sin vels,101 : l-cos 40ß:0,1910
15 6 r3,?5 1?,8 scm 40ß : (l - an 40s ll2: sin, 20s : 0,0955
15 I,5 14,925 93,6

Arrqhiicle wie y'&-s24 Lcrcchnct rran durch Mederholung de! Rechenschritte.

Be;aprer: y'ffii3{Fiiäfz - sst,
Die EJrpr.lr'[rc c eines belieligen reclrtwinkligcn Dreieclrt mit den Katheten a uud b indct Eatr au6

: r'ar+E : at/T:i:-+ (bh)z.

Eg eei a)b. Moa etellt au{ rlem Methcms.Stab gomäß iler rweiton Foroel Proportionalitlit rwiachen den Seitcn der gcgcbonol Dmicclr
und den Seiten ilee Kstüeten-Einheits&eiectr her. Ilietzu Lringt maq y -- e a.E den Euilstlich I iler Y-Skalo, aötigcnfalle an don Euil-
rtrich 0,1. Mit dem Lliuferetrich aDf y: b crgibt gich auc.h Y : b/a, ferner ;.{}156;r auf dcr Hyperbelskala urt rter Viatcl ß ouf
ilcr tan , . s.ctsn-Skala. Ilurch ilic Übortraguag iler Betreger y'lJ@ftp von der lfypcrbeblolo auf die Y-Stale tlrittelr ito6 LäEfcr-
etrichs findet a.cr auf ilet y.Slala bei unvcr:idlcrtor Schioberstellung die geruchte Eylotenuoc l-gz .+6z.Iu Schemo rrt rtc. Rcchet-
vorgaag rc.brittweioe ilergeatellt.
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tsü xg

t/x,--I

)

Y

50

y'z

I

r'a1E
/rT6l*

ttan Y

tnTa,
v

Y

Beispiele: a : 6,?8; 'b:4,56; c: 8,1?; ß:11,1s
t5 6 16,16 24,2
15 r,5 15,075 6,35

Ausdtäcle wie y'if,.1 5r .t- 6z betechnet man ilurch vieilerholung der Recheuscbdtt€. ß eilpielt y'g812 * 654z * 32Iz -= 1227
De man mit der gleichen Läuferetellung rin X8 urrl cos X8 erhält, 60 LaDn man von dem einen \Vert zum anderen übergehen e4t-

aprechenil den AuedtäcLeb coa arc ein Y und sin arc cos Y, ohne erst dcu VinLel feetetellen ru mü6sen. Femer kann oan jeden der
beiden Velte, sofem er graßer ols l/;/Z iet auf der Kreisskala genauer als auf iler llquptalala crhalten, inilem mirn bin Xc :cos (100-Xs )
bzw. coa Xc : sin ( f00 - Xs ) setzt.

I)a Ean mit der gleichen Läufetstellung trn Xc rrd e* XE erhäIt, so Lann man von deru .einen Vefl. zum anileren übergehen
cutlptechend dea Äugd!üdlen sec arc tan Y ünd ta! arc aec Y, ohne eret den Winkel feststellfi zu nüssen. F€rner kann Ean sec Xs auf
iler Elperbelelala genauet crhalten alg aue coe Xs aof der Skala l/y.

Die Bcricüog@ twircL€n den bigonomcltischcn Fmltionen mit einfachen, doppelten uld halben Vinleln und ilie ilataus zu
gewiaaenden olgebtairchen Funltioaeu giad auf Seite 29 zugammen mit detr verwandten Beziehungen zwiechen dea hypetbolisehen
Funltioneu tabellariecl dargeste[t.

Die exponentiellen Stammfunktionen eXn und eX und die logarithmischen
Umkehrfunktionen sln Y und ln Y

- Dic Stemlofrrltdon c"rt wird auf dern logaritüroitchen Rechenotab duch eiue gleichrnäßig geteilte Skala dargestellt. Sie ist
{r!-cr fitr eirc beliebigo Erweiterong deg Boreichs goeignet. Die zu den veftchieileneu Dekaden rler Houptetala geLörenilen Stufen der
atp - SL.h üntr$c.heiilcn rich nänolich aur durch gaaze Viclfrche von 200 : r. lu l0 als rilditivc KoD.t!ütc.
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x !00:;x.r lu l0 rr 10ü: i..uln I0 n 200:i.nhlo
I t46"5s? Ilrg 4 s86J1s 4t- - tom;iorT5F-
! 293,1? r !38s 5 ?32,935 595t 8 1t?2,696 9531

3 ,139,76r Js?s 6 8?0,522 ?lss 9 1319,284 072c

Um die edditivc Kon.trntc $,eniglt€ns für dic crercn I Slufc! suf cinon runrlca. rlm Kopfrc&ncn gcciglctcn \[cn, ainliü ruf
l40c,n bringe& ist der Liofcr dcr Mrthemc.Strbcr üit cntsprcöcrrd vcr..trtan lLrlctr vGtlchcni dGr Liufcrrnd a! dct oboro! t
Sdrmalreitc iet danrdr bcgürifict.

Dic Srollenzahl dqs Ergebniesor von €xt im Bercide iler lleuptdcladc dcr Y-Skele wird dur& It[ülriplikrtion da Ablcrc- I
wert€s mit der bci tler additiven KJnstlnre rn8€3drricbcneD' Zehnerpolcnr crrci&t'

Go,sr: eioo! :4,S1 :Ihr 64,s':0,208

6sr - ;60t, : 1,219 . loa : ur, .-lf0., c.3: : 0,80? . l0"t

610r:6200n1 : cu65'e?+ßq;6+91':16: I0l0+3 ' {"{03

ItJjLrru" 
: bz%s + e-225\:2: t?,r35 + o,ors: lf'l!

sterh 0,eeee6: -200 :, . 1o /'il:IF6ö6i11ffi1ffi: 34l,sf

G0,lr . riD 40t - 0,805. (Men strUt y : 0,1 üntlt ogF)

c'o,rn..in 40t :0,4285. (lfirn.aollt y:.rl üb.t Y : 0'l)

rmp 60r - 2 ' .rrb Gor - l00r : 52,?!. '

Dcrläulcrrtricü rüf c{0s (Lälfotrtr.ich-r4 rul 80r) crgiba rufdot tlnts - SLdi bGi rüÄlndigor Ablcrung für ttrD c60t : ?q35f i

und2' ?6,35! - f00l : 52,?t
I

Die Skrh für dic gtrmmfunkrion J untcndrcidet riä von dcr Skrh für dic Fülltior cXt do.ü dg in aerürliÄcn Zehlcn
auegedrü&te Argumcnt.

Dr dic exponcariellen und dio logrrithmirdrcn Funktioncn von glcidrcr Vi&tiglcit rird, i.t der Mrlhcn.-Strb oorrohl nrit dcr
Fuakrion ex . . lu Y eh rud mit dcr anrülicßcnd bceproücricn Funhtioa ln X . . cY vcrrchcn. hfolgcdcraca Lun mrn dic cinrüll;igen
Re&nuugon immer direht eurführen, Es irt abcr ;egobcncnfelb zu bcdcnhcn, dr8 dic Ablcregcraufukcircn dcr wcülcl.citiScl Strmmj
nnd Umkehrftnkrionen versdicdon gind.lfit zuehmcrdem Exponcntelt wiÄ6i dic ÄblcocgcneuigLcit dor ctpollcrrticllct Strmnfunktion
cX, während dic der exponcatiollen UnLohrfu rtion eY abrimmr. Dic bcirlen Ablcregerruigkcitcn haltcn riö bcim Exponcntc! I mit

24 dem Ergcbnir c = 2,7IUA1A2A4S9 : 1/0,3678794412 dic Verge. Entrprcöcndc. gilt Iür dic Äblcrcgcnrdglcit dct Log.riihE.D.



Dio rddffvo X.üLrtc lür rtic. vcrrcüiedencu Stulcn der eX - Slale bcträgt ein gnlzce Yiclfache von ln l0 : YM =.
2,302585093 : 110'431294/t.2.

rr nhl0
l ,J0r5s50ß
2 4,6051?0186
3 6;9017s5279

n aln l0
4 \21034{ßn
5 11,512925,165

6 13,815510558

n nln l0
? ro,irsöscBi-
I 18,420680744

9 20,723265837

! U- aiu .dilitiv€ Konltrnte f.ür mchtcre Stufcn auf den Vert 2,2 ru bringeD, iet dcs Litufcr ilee Mathema-Stobc6 nit cnt6plecheDc
va.aalt ü rrlao vct*hco; riler Läufcrr.nd aa ilcr vorilcren Schoals.itc ist ilonacü beschift€t.

Die Yantulc f.. CLgf.b irt slrf ilie Y.Skele etGllenwertric.htig bezogen, sela dic Läuferaarke dcn lfort X - 2,2 hat. Did
Vorstufc üt auf ilic fy-Skah in Grundrtcllurg etellenwertrichtig bczogen, weur dia Läufetm.rlc d6a lfert 2,2 - X bot, I)ie resultiercndc
Zahlcafolgc sof dct cx-Sksle ist in lrciilcn Ffillcn rücllnoli3. Maa bostimtnt üit d€r VoEtufo vor allen die Logaritlmc! der pytha-

iler trigonornctirchen unil der hnrcboliacüen Funktioncn

Beirpielc:

h y'r 
--d3-er,6r6-2,2 

: ---0,5s4
ln cor 40f : _4,212.
ln rcc 401 : 0,212.
ln ginh 40s : 

-0,400$-.

ln y'il-{t-=l': 
-1"253ln tan 308 - -4,671,

ln tan ?0s : O$71. .

ln corh 40t : 0,f85?

Für die Stelleratl dee Ergebnieaca von ex im Berci&c.der llauprdeLede der Y-slsrla gilt ainngcmäß rles bei der exf -Stala
. Ge6rgtc.

r ll.i.piole I

| ., : ?,39:t/0,135ti e.z :0,1JS3.
q1 : eL2 + r\8 : 54,6 : V0,01832; e4 : 0,01832.
cls: et3,2 + r,8 : 3,2? . 106 : V(0,t06 , 10-6).
c10o: c9,r0r4+6,90?2+0,9s91 : 2,(gO , 1043 . V(0,J?2 . 10-u).
rr oinh 0,6 = ln (0,6 * fi-+ o,At : ttr r,?662 - 0,s69.

rr tanh 0,6 = ln Jfli + o;j:{--{O- - 0,6e3.
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Die logarithmisöen Stammfunktionen + ln X und die exponentiellen
Umkehrfunktionen e*Y

Für die logerittmi.cher Staomfunhionen rmd olncnticlter Umlchrlunltioneu besitrt der Mathema-Stab zreei ilrefutufige Gruppen
von Skaten, Y : * la X für po6itivc unil Degativ€ Logarithnen, JY fU" di""kt" o-Dd rcziproke Poteuzen von e,

l[it den logarit]mischen Skalen erlält man nicht nur die zugxundegelegten latärlichen Logarithmo auf der Y-Skden oouilem
auch die Logadrhmcn ru eirr üclictigco Bacir a, Ilierzu stellt man einen Schiebereadetrich dem'Vert o auf der logaritbmircüeo Skala
gegenlibe!, ilenn cs moß !€i!r . 'log a : l.

Dio Logaritimcn zur Boeis a ulterscheiden sich von ilen natü.liche[ Logatithmen dure.h einen Lonstantea Foktor, don Modut
' M.: Vln a.

Vorr Beilcutung irt der Modul dos d€kadiscLen otler Briggr'echcn Logarithonr M : 0,4343.

Bciapiele: r0log 2 : lg 2 : 0,301 lg lox : x.

Der Potauieco einer ZahI a mit ilen Erponenten m eüf dem Rechensteb Lann so ertlärt werden, ilaß maa aof der Y.Skala m ln a
bildet ünd hierzu den Numerue auf der eY-SLalc au{eucht, entspr€chend iler Beziehung

lnab:mlna.
Statt degsen kaür man aber auch ilen Numerua ru m. 'log a von der y.Skala ausgehend beetimmen. Daß öeo die Regel iot, winl dailuch
offenbar, daß mau itie Y-Shala hier gar nicht benötigt und weder ln a noch m ln a abüeet,

Fär dae nrdiri.tr d gilt ilaa Vorstelende oit fa : m, 0
'Die folgendeu Schemse sind .o angelegt, ilaß Schieberumstellungeu Dicht üötigrreerden,

-1" x ll \la r/ar& ll "-t'lv ll Y" I ll Yvyll n I ll v
In x ll q rr/" ll 

"Y

-ln X
,lv

lnX

e-J
!v

eY

la
m
t/-
a

I
I
a
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Beiepiclc: 1,05!0 : 2,653; .y'f ': r,r4s8i
0'9s:o - 0,3585i r'G : 0,8?05;

23456,7 : l06J' k 2l{5 (Eit y - .6? über In l0)
: lor2sl - i,go . loui
lo (246.108 ) : h 246.+ 8 tn r0 : 5,505 + rs,42r
: 2t,9261,

cl5 : (e ?'5)' : 18102 : 3,2? . l0 6 i.
cü aot :1,800i Ergcbnü rrft aur einer Läufereinstellung;
0o r0)': 5,30i
h 0t! l0) : 0,835;

Die beiilen Gtuppen ilor logarithnrischea Slalen wei.e[
Zehleu auf, dic einonder rcdpol eind. Die Ängaben sinil fttr
'Werte von e > X > fe gcnaucr sblesbor dr ouf ilot y.Skala
und fy-Skrla uail awar um so t!rchr, jc rlähcr dic Zohlen bei I
licgcn.

Beirpicl: r[,01234 : 0,98781.

Im gleichcn Boroich erh6lt mrn X2 undl y'i rnittcls dcr
Matter 2r nDil 4r roüt gettau.

Dle Hyperbelfunktionen und ihre
Umkehrungen

Die Skalon für rlie f,ypctDclfunltioacn sind euf ilct Rüclseitc
dcc Schiebcrg aufgctagon, Vie bei dea anderer ScLiebcrehalen unil
*ic dio Bozoichnung ilcr Vcräaderlichen mit r util y auch angibt,
boziehen sich öe Vcrto auf öe y-Skala" Die Vermittlung nwiechen
ilcn hnrcbolirchen Skalon ruil der y.Skala dbcmchne! cire$€its
öc Ableroerricüe an ilc! Fcnstem uail andergeitr die ihnen gegen-
übcrlicgeailon Eoilstricüc der Y-SIola.

ll+7

tnv

Hyperbelfunltionen
Dic Skolen dieses Bildes rind nicht logori$rnicrt

cosh r
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Bcirpide: dnh 0,6 n F : einh 60r : 1.088; co.h O,S 12: corh 50! : l'325i
tanh Oy' rr /2 : tanh AOt : O,SS7 i 200: n . sr siDh 2 : seinh 2 : 92s t
s siDh 0,2 : 12,651 ; la coeh 50s : ln 1,35 : 0,2815.

Do coeh x : y'TT;inhrx fut, 60 6nilot man ilic Werte von coeh x für kleire Argurnentc mit Eilfe ilcr eintr-Gluuilstufenalrle u l
der llnrrbclelala ;4fyr genauer als mittels rler cogh-SLslo. In entaprechcnder Vei*e crgibt eich secü x : y'i=;f,E füt
tlcinc Wertc vo! r Bit rlhöht€r GcürüigLeit aul rter Krei:sknla y't-Yz.

Beirpiele: corh lO3 =' 1,0144; e.ch lOt : 0,98?8;
8corh 1,0246 : 14,08; 3!ech 019?5 : 14,41.

Maü kötrnte dernnach die Beziehrmg coeh x : frech x ilazu benutzen, nahc bci I licgendc Zahlea in reziptoke Zahlen lu verwandch;
die Zuhilfenshme det logarirLmischen Skalcn ;! ln X gibt jcdoch uotz größetd Einlachheit gonauetc Vertc.

Bei der Ausrechnnng zusammonßeset ter AueiLäoLe mit H$erbelfirnLtioneu bcgitrnt maa nit rler ElnrtdluS dct Eypcücüuldou.

Bcispiele: sin 608 . einh 60c : 0!881 : t/f'135. Eine Schieber. ünil eine Lüufereinrtellüng.
rin 60t : sinh 608 :0,?43: Vfi45. Man brinpy: rinh x unter den nuf sin x cittSeitcllte.n Läufcrgtric.h unrl

liest arf der Y- bzw auf der y-Skala ab.

Man kann aitrh *8 und cosh rt mit llilfe dcr e'xs -Skals bestimmen. wenn man den Schicbereadatrich euf Y : 0,5 stellt; ilct L[ufer
zeigt dann auf dcr t/y-Skala die Vertc von 0,5 ex6 nnil auf der Y-Stala die Vertc von o'xs an, Ftu X > 224: ist 0,5 6'xl ao tleiq do8

man dies€n Wed irn ollgemeinen auße,r ccht lassen kann. Man erhält go die Fortset ung der Finh- ünrl corh-Slalen dor SchicbeFückleitc.
tr\ür di6 hieruit ,u.amm€ngeset tetr AuedrücLc gilt folgcnilea:

Zum Augrechnen von f(x) . rinh : odcr voa r/(f(r) . riuh r) brinßt man y : 0,5 rrntct den nuf c's cilgcrte.lltcn Leufodtlic.h üd
liert äüet Y : f(x) auf der y- bzw. auf der fy-Skalo ab.

Beispiol: sin 330t . sinh 3301 -- -_?9'4 : - Y0,01259'
Zum Aosrechnen von f(r) r rinh r ode. voE .inl r r (r) bria6 men y : c-xl h"i trnäcjrit unvcrutclltern Llnfe,t übc,r Y: 0,5

rmd liest daun äber Y : f(x) auf der y- bzw. auf dcr Vy-SLala ob'

Bciapiel: sitr 260s : einh 260t : - 0,02125: - 
t136,7'

Die Ecicürmgrer rwir:hcn rlcuf,nrebcllulriono mit eirrhchen, doppeltcu urrd halboa Arguaeatca und die ilrnuc ru gcwinnoailcl
algcbmiechen Fulttioncn aind zusqmmen mit dcn vcrw.rrlt n Bcdchungcu rwirchon den aigoloooriechon Funktionoa tabollrri*h
nacüstchoad d.rgestellt,
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Borichugou rwi.chdr dcn T;Xr-ffiY FtnLtioncn

#j-tTif"Y:*t"1"1 "*"t*Tt"" ,*rroel,, 
gelörctr tu ilen trigonoootriechen Funktionca, dic untercn zu rlen hyperbotischen.

1T dThT SeoJt" d.r'Wert der Aurgangrfunktion iär dae einfacbe Argu,Dc;i gbicü r i.t; r Lanrr voo .ineh Ausdmckwic a/b oder y'7t1, 
""*. hcEähre!.

Mon crhält dio Bcsichulg €iner Funlaioa rrrit einfachern, mit doppcltcDr brw. hit halbcD' Argurtcnt zur Auegaogrfunltion in dergleichcn &'slto mit einfachcm Arg'ucnt, indem man a ilurch die Äu"g"oi"TrJrion ur""tt. Dic Äusdrllcke lassctt .ich i! leicht €Bichtlich€r

nit oinfrchcn, mit doppohcm ud nit hrlf,om lrgqudt

riu
sin h

co; h

I
I

I
I

taü g
tstth p

.in 29
titrh 2 9

coa 2ip
corh 29

Isn 29
t nh 2I

Iz I V*t+"zl._tVti,r I "
I

Vr1,,1 ,l Vt tt."+rl-
I

t/

lz"y'r + ,"

!*2a'

ZzVl12t
| * 2z'

z.y'T1Ei

2zt - |

2zV ;l t. 4 
"z---t7: I

!y'18-=-r

vy'r=T

a

2,,-t 
",

I *zr
;T 

",
2z

I Izt

"T
l/tT;

Vy'rp,T1

/+

V{t/;Et

1*z-----

tr+

l+r/l

1r !y't !,"
,

1 |Vt lzt
\y'tQ=r

Vy't=F

t
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'Irgeiso vereilrfaehen, nenn matt nur auf dee doppelte bzw. auf das hslbe Ar$rm€ t alß Äüsgangsgrößo lf€lt legt, nic,ht sber auf beßtiDatc
Auegangafunktioaeu dieeer Ärgumente'

llin rvichtiges Beispiel für die Änwendtng voratehcnder Beziehungel iat die goniooarirchc Aultörung qududechcr Glcichongco.

t,r2i2ax-bl:0,
l[an s€tzt b/a: tau 2 ? unil ffDdet *i- 1l ton.g, xz - Tb cot 9.
2, x3l2ax + b, : 0 Bit b < a.
Man sctzt b/a: "i" 2 g unrl 6ndetxr:Tbtan9,x!:Tbcot9.
Bcüpielc: x2 + 234x - 5(70 : 0; x1 - 22,15; rr : - 256,15'' x:+234r+56?0_0; xr: _ 2ilii r, : _ 206,55

Gaußsche Fehlerfunktionen
Grußrchcr Vcneilungegcear fitr di€ tufäUigcn

Bcoüachmrgrfcllcc I v:
g(v):herp(-h2v2)1y'i.

Hiorin ist h doa GonrufuLciurnrl der Bcoboch-
tuDgrteihe.

Man ethält dsr Gaußsche Vcrteilungageaetz für
dio rt.ti!d!.hG Eloliglcit ilcr Schwanlungen ;! v,
wean nan h : tly'Z e sctzti, r^'otiD e ilie Srrcuo' der
Beobacbtungsreile bedcutcl

Ilf,au toü alle VertcilungeLurvcn auf dic Kurve
fürh - I oild fät s : l rurüclfilhrcl' inilem aran

öo Aberisscu im Verhältaia I : b blw. s: I unil dic
O liüten iD umgekehrtea YorLÄltair vorlindelt.
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Goußsche Fohlerfunktioncn
für dos Genouigkeitsnroß I und für dos Strouungsmo0 I



Dar Geuicüc Dellochrogrrl 
f *v

erbt dii wer'!ü.turi.üLdt f,6r d"" ^,*"i iT].;i/"; l,,3"u""r.r" * v an. Ee üt k : r /o (hv",.,).
Veh,lnit tlic Fcülcrrcrteiluttg clcment!! bdochüet \tcrilea Lann, iet ilae Fehleriltegtal a, B. ilurch Reihenentwicttuagen ro ge-

winncn" üerr Lana allc Kuwco de Fchlerintcgralc mit k: I jedoch auf dic Kurr.e fiü h: I oder füt s - I luräctfäürea, inilen mon dic
Äbrdrecr im Ycrh.ültoir I :h bgw, s: I vcdndcrt.

Bci Gaoßrchc Fc.blcuta u4 üt
dcr ictüroülialicüo Foütct

t -+v Ec

^: V;J - lvl 9(v),lv:L(rly';-9(v.-)/h),h,
rt t Qudnt ilce dlcrco Fdrlcrs

1 1"+" -'
^, : lh J _" -.. "t 

I (v) dv : L (0,s - bv-. 9 (v*) ): hr ,

rtct rrürrcücb[Äc Fcüla r rlcr mit rtog Vohncüchlichtcit 0,5 arrftlctonde Fchle!.
Eci bcliöigcr Ftrhlcrvcrtailug om dae aritlürctirchc lfittGl votr n Bcobachtungcn glcichcr Ccn6utkoit i.t
tllc ilcchclmhücüc ltr'rdchüf a:>l'l //;1=1;
i*e Quarlrat .or drlcro 

^**-i, : = i / <.-rl.
drt Qu.ih.t rlor dcto fhd.üuü3 ao rrüündlcüa üiuob

U:: E ir /n(n_l).
Voon dic Abwcicürugcn aach dcu C.ds.ü.! Ccr€tt verteilt urrd niclt begteart 6ind, denn istl--"1r'; > Fl\2: rl2 2 vr,oail fcüirr
Dda&l: Dic nürdgo Tolccanr cioo Eracugaioea sci v* dcr gö0tc rufhctendo Foülor lci v1 ) v1, Dct Aateil dct brruohbarco

Eucugn&cc ü dc GcraDtDotgc ilt
21 : tD 6v; ):O(hvr ).
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Für beiepielnweisc v, : v, : 0,5 lnd einigo Werte von hv, ffndet man on llend dcr Tahllo dcr GarSrc.hcn Fehlcrftinltioncn:

Iw, (l) (hvl ) O(llv, ) ri

o 0 o 0,5(X)o 0,57?35 0,5oooo 0,50000

I 0,5204999 0,842?008 0,61?7 0,50369 0,12321 0,392?0

3 0,9691052 0,9999779 0,9691 0,23565 '0,18804 0,1589?
ooll000

Die Fehl€üvertcilung ouf cinigc Stu-foubreitcn ergibt rich fitt n : 5000 r'ie folgt'

hol -f v/v, : Q,Q 0,2 0'4 0'6 t,00,8

0 n: 500
I r: 660
3 n: 1517

oo n:5fl10 0

500
4ll
2l

0

500 500
610 521

753 l?8
00

500
.294

I
0

lnt rlie Fchlewerteilung fär hv" : 3 aach dcr vontehendcü Aufrtelluog geg€ben' iloD! fttdot ea!

: l"l/v, :2.0,1 ' 154? =' 309,4
+ 2' 0'3 ' 753 : 451,8
+ 2.0J. 178: l?8'0
+ 2.0,?. 2l: 29,L

+ 2.0,e. l: jg
_ 9?0,4

E vzlvr2 :2'0,I''15'1?: 30,9'l
+ 2 . 0,3t . ?53 -- 135.5,t
+ 2.05r' l?8: ,89.00
+ 2. 0,12 ' 2I : 20,58

+ 2.0,9!. l== l$2
: 277,6A

Dareue ergc.bcn rich rl/v, : 9?0,4 : 50(X) : 0,194; -7"r: y'Iä.0=--54 t sooo : o,z:o;

h.vg: 5m0 / e?0,t y'i :2,91; u . "i : 
y'soco 

/ sss,re =- a,or.
Dio Er*obDißic w.ichen von den filf Lontinticrlic.he Goußsche VertciluDs gölti3on Vcrtcn ctwrr rh.
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Gaußsdre Fehlerfunktionen
r00 O hw r00 i hv/L 100 hv 100 lllh r00 ifh 100 rh 100 iD hv r00 t hvft 100 hv 100 m[ 100 dh 100 ü
0 56,41896 14,315 12,31034 12,30617

14,877 12,85419 12,78205
15,439 13,336?9 13,25624
15,998 13,81804 1t,72834
16,5s6,t4,2919t t4,t9840
l?,1I3 14,77638 14,66638
t7,670 15,2s336 15,13219
18,224 15,?2885 15,595??
18,777 16,2027s 16,05706
19,327 16,6?505 16,51600
t9,878 17,t1573 r6,9725L
20.426 17,61723 t7,42654
20,973 I8,08I8? l?,87802
21,519 18,54730 18,32865
22,062 19,01089 18,?7310
22,604 t9,47258 19,21659
23,144 19,9t232 19,65?30
23,684 20,39015 20,09514
24,220 20,84596 20,53010

I,12834 5611312
2,25644 56.39640
3,38{t0 56,36820
4,51109 56,328?6
5,63?18 56,27809
6,76215 56,21622
7,88577 56j143t8
9i00?8r 56,05903

10,12806 55,96381
1r,24630 55,85?58
t2,36230 55,1401rt
t3,4?584 55,61235
14586?1 5547319
15,694?0 55,32391
16?9959 5s,163?0
17,90117 s4,91t296
t8,98 23 54,81179
30,0935? 51,6202ß
21,18398 54,41856
22,27025 54,20671
23J52t8 s3,98,19s
21,L2958 53,?533I
25,s0225 s3,slt9?
%,5?000 s3,26105
27,63261 5a0o0?l

30,78800 52,16466
31,s2834 5r,8681?
32,86267 51,56305
33,89081 51,24947
34,91259 50,92?61
35,92?s5 so,s9?66
36,93641 50,259?9
37,93819 49,91418
38,93296 49,56105
39,92059 19,20051
40,90093 48,83291
4I,87385 48,4583?
42,83922 48,07106
41,7 90 47,68922
14,71676 47,2950t
45,6886? 46,89472
46,6225t 46,4885r

14 8,059 6,97718 6,965?8
15 8,632 7,47t93 7,45193
16 9,205 ?,96593 7,94896
l7 9,716 8,45912 0,43880
18 10,346 8,95150 8,92139

l2,o5t 10,42305 10,38,t8?
D,AZO 10.91156 10,86770
13,186 u,39896 11,34892
13,690 11,88525 1I,82845
t4;315 12,37034 12,3061?

0
I

3

4
5

6
1
I
I

l0
u
12

l3

00027,6326353,000?l
0,577 0,49999 0,19999 28,68997 52,?3109
I,t55 0,99994 0,99990 29,74t82 52,45236
1,732 1,49978 t,49961
a308 1,99945 1,99930
2,885 2,49899 \49848
3,46t 2.9818 2,99732
4038 3,49713 3,49573
4,613 3,99576 3,99362
5,188 419394 4,49091
5,?68 499t89 4,98?53
6,338 5,48892 5,48340
6,912 5,98561 5,97845
7,185 6,481?1 6,17260

25

26

29
30
3I
32
33

31

35

36
37
38

39

40
4l
42
43

,15

46
41
48
19
50

I9
20
2t

23

21
25

t0,9t6 9,11299 9,4t1f,4
t1,486 9,93353 9,90049 4?,54818 16,01660

M 24\754 2r,29969 20,96209
25,285. 21,75132 21,39109
25,815 22,20084 21,81?01
26,t13 22,648t6 22,23981
26,868 23,09326 22,65944
27,39t 23,53609 23,07585
27,9t3 23,97662 23,{889

48,46555 45,65920
49,37152 45,2365,1
50,21498 44,80883
51,16683 41,37629
52,01999 43,93913

83



100 O hv 100 9 hv/v r00 lv 100 nJr 100 dh 100 o hv 100 ? hvih r00 hv 100 d r 100 dh 100 rh

Gaußsdre Fehlerfunktionen
100 rL

52,04999 43,93913

52,92437 43,49758
s3,18987 43,05105
54,6464t 42,602t7
55,49392 42,14876

56,33233 41,69r$ '

57,1615? 4t,23161
57,98158 40,76832

58,79229 40,3021'r
59,59365 39,83330
60,38561 39,36211
61,16812 38,888?6
6t,941t4 38,41336
62,10463 . 37,93618
63,45857 s7,45143

64,20292 36,91134
64,93765 36,49609
65,6627s 36,01391

66,37520 35,53099
6?,0B399 35;04?53
67,78010 34!56374
68,46654 34,07981

69,14330 33,59594

69,81038 33,11231.

10,4ffia0 32,62912
?1,11556 32,14655

3t

21.913 23,97662 23,r"8899

28,,132 24,41480 23,89880
28,949 24,85061 24,30526

29,464 25,28398 24,10809
29,961 25,71489 25,10?88
30,48? 26.14330 25,50400

30,99.1 26,56916 25,89649

)1,499 i6.9924:t z6,2as1s
32.001 2?;41310 26,61077

32,501 2?,83112 27,05244

32,999 28,24645 27,43057

33,494 28,65905 2?,8052r
33,98s 29p6889 2B,l?510
34,475 29,.17594 28,s4194
34,960 29,B8017 28,90511

35,445 30,i8r52 29,26351

35,926 30,68000 29,61871

36i404 31;0?553 29,97008

36,879 31,46812 30,31?08

37,352 31,Afi12 30,66015

37,821 32,24430 30,999{8
38,287 32,62784 :)1,33446

38,?50 33,00829 31,6656.1

39,2tr 33,38565 3r,99275
39,668 33,?598? 32,31s?6

40,t22 34,13091 32,63465

?1,[556 32,14655 75

71,75X67 31,66419 16

12,38216 31,18400 77

?3,001{x 30,70438 18

?3,61035 30,22608 79

74210t0 29,74929 B0

?4,80033 29,27416 8l
?5,38108 28,80086 82

15,95238 28,32955 BJ

76,5t427 27,86037 84

7:t,06680 27,39348 B5

11,61002 26,92904 86

?8,14398 26,467 ti
18,66873 26;00803
79,18432 25,551?3

79,69082 25,09843

80,18828 24,64823
80,61671 24,20t21
81,15635 23,75767

Bt,62?10 23,31?53

s2,08908 22,AA096

82,54236 22,44808

82,98?03 22,01899

83,42315 21,59378
83,85081 21,17254
84,2?008 20,15531

40,122 34,13094 32,63465

40,5?3 34,49882 32,94944
4t,o2o 34,86351 33,26032
4t,464 35,22495 33,5668?
4r,906 35,58315 33,86923
42,343 35,93806 14,16182
42,178 36,20968 34,46t94
43,209 36,63197 34,75183
43,631 36,98292 35,03807
44,061 37,32453 35,319?8
44,482 31,66275 35,59723
44.900 37,99757 35,87042
45,314 38,32898 36,14031
45,124 38,65695 36,40540
46,131 38,98149 36,66624
46,535 39,30256 36,92284
46,934 39,62017 37,17645
\?,331 x9,93428 37,42506
4.7,723 40,24490 37,66946
48,119 40,55201 37,90967
48,498 40,85562 38,14710
48,879 41,1s569 38,37947
49,25a 41,45222 38,60?7r
49,6t1 4r,14522 38,83182
50,002 42,03468 39,05320
50,369 42,3205A 39,2696A

50

51

53

54

51

58

59

60
6I
62

63

64
65

66

67
68

69

10

7L

72

73

14
15

87

88

B9

90

9l

93

94
95

96

91

98

99
100



Gaußsüe Fehlerfunktionen
100 O hv 100 I üvA 100 hv 100 oh 100 ilh 100 rL 100 .D hv r00 g hv/h 100 hv 100 nh ro0 dh 100 rh

84,27008 20J553?
84,68105 20,34236
85,08380 19,9335?
85,41812 19,52909
85,86499 19,12899
86,24360 18,?3335
86.61ß5 t834222
86,97732 17,95566
87,33261 .17,573?3

8?,68030 L1,19649
88,02050 16,82398
88,3s330 1645625
88.6?8?9 16,09334
88,99?07 15,73528
89,30823 t5,38211
89,6188 15,03386
89,9U962 14,69056
90,20004 14,35223
90,483?4 1401888
90,?6083 13,69054
9r,03r4o ß,36122
91,29555 13,04892
91,55339 r2,?356s
91.8050I t2,42742
92,05052 t2J2122
92.29001 1t.82606

50,3690 42,32058 39,26968
50,?321 42,60292 39,48211
5r,09t4 42,88171 39,69050
5r.4468 49.1s694 99.99491
51,79S6 1t,4286L 40,09?03
i2,r434 43,69610 t0,29409
52,4904 1396124 4/JA8''S
52.8307 U,22rJ,2 4/l'ß7651
s3,r67l u47964 40,86199
5r,4997 44,?3350 4r,04535
53t8283 M,9St82 41,22380
541532 45,23058 41,39852
51,4141 45,4?380 4r,56956
54,79t2 45,71350 4r,73693
55,1045 45,94968 4r,90069
55,4139 46,18235 42,06281
5s,7193 46.4U50 42,22005
56,0210 46,63715 12,37t78
561318? 46,85934 42r52n5
56,6125 17,07804 42,67093
56.90r? 41,29329 42,8t444
5?,1886 4?,50510 42,95464
57,4709 11,11348 ar,OSaSi
57,1192 47,9L813 43,228IL
58,0238 48,12003 43,3591?
58,2945 4q3r823 43y'8710

92,2900t 11,82606 t25
9z,sz3s9 LL,s3292 Lz6
92,75Lt6 llp4'r7g r21gzplrtz ro,96t6g r28
93,1898? 10,68355 t29

58,29L5 48,31823 43,487t0
58,5613 48,51308 43,6U93
58f82{3 48,10459 43,73374
59,0835 48.59277 43,85255
59,3389 19,07766 43,96843
59,5904 49,25928 4,08379
59,8383 49,43764 44,19t38
60,0823 49,61278 &,302t6
60,3159 49,7781L 44,407t1
60,5590 t9,9531s 44,50919
60J917 50,u904 44,60915
6r,0208 50,28150 4,706L8
6I,2463 50,4,108? U,80066
6L,469L s0,59846 44,8926t
6r,6859 s0.?5038 44,98212
6r,9004 50,90059 45,071?l
62,tlt2 51.04?81 t5,t5679
62,3184 5I,1920? 15,23954
62,522L 5r,33339 45,32000
62,1220 Str41t82 45,39821
62,9186 51.60?39 45,47423
63,1U6 51.?40U 45,548u
ß,3011 5trt87001 45,6198N

63,48?1 51,98096 45,68959
61,5691 52,t2L54 45.75129
63,8493 52.24322 4s.82302

r00
t0l
102

103
104
105
r06
r07
108

109
rio
lll
ll2
r13
tr4
u5
116
ll7
lt8
ll9
120
l2l
t22
123

t24
125

93,40080 10,41040
93,60632 10,14220
93,S0652 9,8?894
94,00150 9,62623
94,r9r3? 9,t6712
9r,!7622 9,11850
94ss6r4 8,8?471
91,13t24 8,63570
9490160 8,41)021

95,06?33 I,I?193
95,22851 7,9t109
95,38524 7,?2688
95,53762 ?,5112?
95,68573 7,30023
95,82966 ?,09369
95,96950 48916r
96,10535 6,69395
96,2t729' 6,5006?
96,36541 6,3rr?0
96,48979 6.12?00
96,6'052 5,94651

r30
l3r
132
133

t34
135
r36
13?

138
139
14n

l4r
112
143
tL4
145
146
t41
t48
149
150
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Gaußsdre Fehlerfunktionen
100 i! hv 100I hvA 100 hv 100 rnh 100 dh 100 rh 100 o hv 100 I hvft 100 hv 100 roh I00 ilh 100 rh

,61052 5,94651 150

96,12768 5,7?019 l5l
96,84135 5,59798 r52

96,95162 5,42982 153

97,05851 5,26565 154

97,16221 s,10543 155

97,26281 4,94916 156

97,36026 4,196s9 151

97,45470 4,64785 158

97,54620 4,50283 159

97.63484 4,36145 160

97,12069 4,22367 161

9?,80381 4,08943 162

97,88429 3,9s866 163

97,96218 ,3,83181 164

98,03?56 3,70?30 165

98,11049 3,58660 166

98,18104 3,46913 t61
98,24928 3,35484 168' 9S,31s26 3,24367 169

98,3?904 3,13555 l?o
98,44070 3,03043 171

98,50028 2,92825 1.72

98,55?85 2,82895 l?3
98,6t346 2,13247 114

98,66717 2.638?5 l1s

36'

63,8493 52,24322 45,82302

64,0252 52,36223 4s,88683

64,1978 52,41860 45,94875

64,3670 52,59235 46,01124
64,5330 s2,?0355 46,06980

64,6958 52,81220 46,12661

64,8s52 52,9t827 46,18169

65,011? 53,02201 46,23510

65,1648 s3,12326 46,28686

65,3149 53,22202 46,33703

65,4619 53,318s8 46,38564

65,605B 53,41273 46,4?t273

65,1467 s3,50459 46,41833

65,8846 s3,59420 46,52249

66,0190 53,6810? 46,56523

66,1517 s3,?6680 46,6066r
66,2810 53,84986 4ß,64665
66.4072 53,93001 46,68539

66,530? 54,00968 46,72281

66,6515 54,08651 46,75911

66,7696 54,L6134 46,19415

66,8850 54,23420 46,82803
66,9976 54,30513 46,86016
61,1076 54,37411 46,89241
6?,2151 54,44L34 46,92297
67,3200 54,50669 46,9s250

98,667t7 2,63875

98,?1903 2,54774
98,76910 2,45937
98,8t142 2,3?359

98,86406 2,29035

98,90905 2,20959

98,95145 2,13124
98,99431 2,05527

99,03461 1,98160

99,0?359 l,9r0r9
99,11110 1,84099

99,14725 1,11394

99,18207 1,?0899

99,21562 1,64609

99,24t93 1,58519

99,27904 1,52624

99,30899 1,46918
99,33782 1,4139?

99,3655? 1,36057

99,39226 1,30892

99,4t192 1,25898

99A4263 r,210?l
99,4.6637 1,16405

99,48920 r,1189?
99,5 14 1,0?541

99,53223 r,03335

1?5 6?,3200 54,50669 46,95250

t76 67,4224 54,57025 4698101
r11 67,5223 54,63206 4?,01109
1?8 67,6199 54.69215 47,0378I
I19 61,7150 54,75054 41,06351
180 67,8077 54,80729 4?,08845

rei 67,8902 s4,g6z4g 17,11244

182 67,9863 54,9159:1 47,13559

183 68,0722 54,96798 47,15?90
r84 68,1560. 55,01847 47,t7943
r85 68,23?5 55,06?46 4?,2001E

186 60,3r?0 55,11501 41,22011

18? 68,3943 55,16115 47,23943

188 684696 55,20589 47,25799

189 68,5429 55,24928 n,27587
l9o 68,6t42 55,29135 47,29308

19t 68,6826 55,33213 17,t0966
192 68,?510 55,3?165 ,t7,32561

193 68,8166 55,(}993 47,14097

194 68,8805 55,,14701 41,35574

195 68,9424 55y'8294 41,16994

196 69,0027 55,5r?69 47,8362
t91 69,0614 55,55135 41,39616

r98 69,1181 55,58391 41,10940

r99 69,1?33 55,64543 47,42L55

200 69,2269 55,64590 47,43322



Ga ußsche Feh lerfun ktionen
100 O hv 100 g hvft I00 hv 100 mh lO0 dh I00 rh 100 iD hv 100 ? hv/h 100 hv lfil lnh 100 dh l00 rh

99,53223 r,03335 200 69,2269 55,64590 474!322
99,55248 0,99273 201 69,2789 55,6?539 47,4444r
99,57195 0,95352 202 69,3293 55,?0388 41,45s2t
99,59063 0,91567 203 69,3?83 55,?31,14 41,46556
99,60858 0,8?915 204 '69,4258 55,?5806 47,47550
99,62581 0,84ir92 205 69,47t9 s5,783?8 17,4A504
99,64235 0,80994 206 69,5t66 55,S0862 47,49420
99,65922 0,771t7 zoi 69,ss99 ss,ß26r 41,si299
99,61314 0,?4558 208 6q60r8 55,855?8 47,5t142
99,68805 0,?1513 209 69,6424 55,8?814 4?,5195r
99,70205 0,6855? 210 69,68t1 55,89994 41,52726
99,?1548 0,65?51 2rr 69,1t99 55,92056 41,53470
99,72836 0,63028 2I2 69,7568 55,94M4 4?,5{184
99,71070 0,60405 2!3 69,7926 55,96001 17,54861
99J5253 0,5?880 214 69,8271 55,9?869 17,55522
99,76386 0,55450 215 69,8606 55,99669 47,56150
99,71172 0,53t1r 2M 69,8929 56,01404 47,56152
99,?8511 0,50860 2t7 69,9212 56,03076 41,57327
99,79505 018695 2r0 69,9544 56,04688 47,57A7A
99,00459 0,4661i 2t9 69,9g31 56,062J9 47,s8406
99,8t372 0,4461t 220 ?0,0119 s6,07?31 47,58912
99,82214 0,42686 22t 10,0392 56,09170 47,59195
99,830?9 0,40836 222 ?0,0656 56,10554 47,59858
99,838?8 0,39059 223 10,09t2 56,11884 4?,60301
99,81612 0,3?352 224 ?0,115? 56,13165 47,60724
99,853?3 0,35?12 225 ?0,1394 56,14396 17,61t29

?0,1394 56,14396 17,61129

70,1623 56,15581 47,615t6
10,t8u 56,16?19 47,6t886
70,2010 56,17813 41,62239
70,2268 56,18866 47,62571
10,2460 56,19876 47.62899
70,2651 56,20845 47.63207
n,2a2a 56,21771 az,ttsoz
?0,3012 56,22672 47,63?83
?0,3183 56,2t529 41,6405t
70,3341 56,21351 41,64306
?0,3512 56,25t43 47,6155t
70,3654 56,25902 47,61183
?0,3804 56,26628 41,65006
70,3946 56,27324 41,65217
?0,4081 56,21993 47,6s419
10,4212 56,28633 47,65611
?0,433? 56,29246 47,65195
?0,11458 56;29833 41,6s969
70,451t 56,30396 47.66136
?0,4685 56,3093.1 41,66294
70,479t 56,31449 47,66445
10,1894 56,3L942 47,66589
70,1.993 56,324t4 47,66125
70,508? 56,32865 47,66855
?0,51?8 56,33298 11,66979

99,853?3

99,860?1
99,86739
99,87317
99.8?986
99,88568
99,89t24
99,89655
99,90162
99,90646
99,9110?
99,91548
99,91968
99,92369
99,92751
99,93115
99,93162
99,93193
99,94108
99,94408
99,94694
99,94966
99,95226
99,95412
99,95701
99,95930

0,35712 225

0,3413? 226
0,32625 227
0,311?4 228
0,29?81 229
0,28445 230
0,21164 231

0,25935 232
0,24156 233

0,23621 234
0,22544 235
0,21507 236
0,20513 237
0.19562 238
0,18651 239
0,17718 240
0,16943 241
0,16144 242
0,15380 24s
0,14649 244
0,13950 245
0,13282 246
0,t2643 241
0,12032 218
0,11449 249
0,10991 250
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Gaußsche Fehlerfunktionen
rooohv t00?hvA 100 hv l00mh 100 ilh 100 th loo O hv roo ? hvA loo hv loo urL 100 dh 100 rh

99,95930 0,10891 250 ?0,5178

99,96t43 0,10359 251 10,5265

99,96345 0,09851 252 ?0,5348

99p6537 0,09366 253 10,5428

99,96720 0,08903 254 ZO,SSbS

99,96893 0,08461 255 ?0,5586

.99,9?058 0,08040 256 70,5649

99,91215 0,0?638 257 70,5117

.99,97364 0,07254 258 70,5782

99,9?505 0,06889 259 70,5844

99,91610 0,065,10 260 ?0,5903

99,97167 0,06208 261 ?0,5960
99,9?S88 0,05892 262 70,6014

99,9s003 o,o559r 26t 70,6066
99,98111 0,05304 264 ?0,6116

99,98215 0,05030 265 70,616t
99,98313 0,04?70 266 70,6209

99,98106 0,04523 267 70,6252

99,9U91 0,04281 268 70,6294
99,985?8 0,04063 269 ?0,6333

99,98651 0,03850 270 ?0,63?t
99,95132 0,0364? 211 10,6107

99,98802 0,034s4 272 70,6442
' 99;98870 0,032?1 213 70,6415

99,98933 0,03097 214 ?0,6506

99,98994 0,02931 275 ?0,6536
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99,9905t 052174 276 ?0,6565 56,3965? 11,6n09
99,99105 0,02625 217 10,6592 56,t9776 47,68739
99,99156 0,02483 279 70,6618 56,39889 .47,65761
99,992A4 0,02349 279 70,6643 56,39996 47,68794
99,99250 0,0222t 280 10,6667 56,40098 4?,68819
99,99293 0,02100 281 70,6689 5610195 n,68843
99,99334 0,01985 282 70,67tt 56,49287 47,68866
99,99372 0,0t816 283 10,673t 56A0374 47,68881
99,99409 0,01172 2U 70,6750 56,4nU7 47,68907
99,99443 0,0t674 285 70,6769 56,40536 47,68926
99,99476 0,0t582 ?86 10,6786 56,40608 47,6894t
99,99507 0,01493 281 70,6803 5610681 4,68961
99,99536 0,0r4r0 288 ?0,6819 56,10748 47,68978
99,99563 0,01331 289 ?0,6835 s6,,10812 47,68i93
99,99589 0,01256 290 70,6849 56,10812 47,69007
99,99613 0,01185 291 ?0,6863 56,40929 41,69020
99,99636 0,0lll8 292 10,6876 56,40983 47,69033
99,99658 0,01055 293 70,6888 56,41034 17,69045
99,99619 0,00994 294 ?0,6900 56,41083 41,69057
99,99698 0,00938 295 70,69t2 56,41t28 47,69061
99,99?16 0,00884 296 70,6922 56,41172 47,69077
99,99?33 0,00833 29? 10,6932 56,41214 17,69087
99,99?s0 0,00?85 298 10,6941 56,4t252 47,69096
99,99765 0,00739 299 ?0,6950 56:4t290 11,69104
99,99??9 0.006q6 300 70,6959 56,41325 47,69t12

100,00000 0,00000 co 70,71067812 56,41895835 4?,69360

56,33298 47,66979
56,33?10 41,67097
56,34104 17,67209
56,344S1 41,67315
56,34841 t1,67117
56,35186 41,615L3
56,35514 47,67604
56,35828 47,6769r
56,36128 47,61774
56,36413 47,67852
56,36686 47,61927
56,36947 17,67997

56,37195 47,68064
56,37431 4V,68128
56,37656 4?,68188
56,37872 47,68245
56,3807? !t?,68300

56,38212 47,6835L

56,384s8 4?,68400
56,38635 , 47,68446
56,38803 41,68490

56,38964 47,68532

56,39118 47,68511

56;39262 4?;68608

56,39401 41,68642
56,39532 47,68677



Differentialquotienten und unbestimmte lntegrale der Elementarfunktionen
des Mothema-Stabes

f' "& (t) dr
x-+Y (n+r) + C
0,5r y'IIi + 0,5 arcain x + C'
0,5x y'lJli { 0,5 arsiah r { C
0,5x fiill - 0,5 orcorh x { C

"*+cxlar-r'lC

mx*l*Vy'iF
xly'lTi;

fi4
r/+7y'ft=v
6

lnx
ltin x

tan x
(\0t x

arcgin x
brcroB x
alcttn x
arccot x
sinh x
r:oeh x
lanl x
coth x
rech x

corocü x

xly'F1
t
rlx
coa I

-sin x ,

"cc1*

oin r/coet r

---<,oa x/sin2r

UVt-xt
-tly'P*zr/ (r+x 2)

-rl (r+x')
cosh x
rinh x
r,eoü 2x

-coacchtx
-shh x/cosh2x

-*o"h r/iiolf *

--coB r + C

ain r f C

-ln cor r * C

lnaiax{C
lntl@

/ 1- ein r

-,-t,llTffi* 
/ l-coe x

{ C : ln ton (r/a + x/2) +

+c
C:otsrnpx+C

xdrcßinx + y'Flz +C
xsrccoox-y'jif,i +C
r orctelr x - ln /fJF * C
r nrccot x + ln y'tT;' t- C
{:oshx+C
sinh x -l- C

lncoghx*C
lnoiahr{C
2 orctan ex + C
:amp:g+z/2+C

-r"fffi+c

r (r) /f (r) rhf'(r)
Uy'V, +t arsinh r
lly'$ 

-l 
arcosh x

V O-J ) artanh r
U 0.-*'z ) orcoth x

*arsinhx-y'F+l+C
xarcoihx- t&=-i + C

r artatrL x + ln y'I=! + C
x arcoth x + ln y';t=-f + C
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Potenzreihen der reellen
und der komplexen Elemenfarfunktionen (z-x+iy)

ßTt ::(tJ) a' : r * z!2 -iall {*lt6 -zt!25,6 + */s6g7r1t - rcpsJ6re0 {.. ld<' r

, n=,0

l4i : y;i<-u-(t"f)1,-: r';G!1122-r!u,',+r/16r'- t!2s,6ztll/36,5anrr-..) l,l > t
m:0

@

cI :!r"/nf :l+z+ az!2 | zz16 | z'rl2L t rsll2o + 161720 f rrl5040 + rtlro}zl +'. lnl< .
n-0

ln(r*r): E (-t)*t "V" 
: n - z2l2 *,t/3 -,t14 + zr!5 - z616.1 21fi -ztlr * r9F- ntolIO *.. l"l< I

n:I

iä" I :! 1+t)",b+?2nf r)! : ",F,316 + *sl\20 -f zzl504o * z%62880 $ rtt/39 916880 *.. l"l < .
n-0

3I" I : E (Frf,o(zn)t: r{zrl2 +,.!2tF 
'51120 

+,Llnrzo T !t0ß 628s00 F 't2l 
.79 00r 600F.. l'l < @

n:0

S": = f t+r)*t zt(2b- l)Br" ,bk2ojt -, +,.11 + 
'517,5 

+,1118,5294t + 
'e145,72581 

+ 1111112,8!562 +..
' n:l 14 < Itlz

*r: : E (+rl ": -prorbli:o;t - gf {t - zs1+s I zslttz,s -,71472si at4l6777,1- rrr/462020,9 F.'
r:o ltl < a
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::r: :! tFr)"n r"o-lt2n)t : I * z2l2 + .,114,8 +,6/11,80328 { rrl29,tll9l +,tol1t,s27s6 +.. 14< nlz
n:0

@

frI"l:-E(Ft)"(z*-2)Br"'Lrl(h)t:Uztz16+,rlst'12857+'sl48z,74tsr+s714762,20472+..n:o lnl 1 "
ffii;:,+!Ctr)"t2";r)!!""+72'r+r)(2n)tt-z{z16fzrl13,33333}rzl221+,e!32,st42s+'tth1,6g81t+... n:t lnl < I

alcao! r: r/2 - arcaia z
@

rrcoeh r: Ir2r- : (2o-rl)!!/ (n, zh+rn'trh; : tn 2z - tllz2 - U10,666672't - tllgl,z6 - t129,2s1!4zt -.. lol> I
n:l

:f;L: - ! tFr) " , t+l/tzn*l) : r 1nr7s a "slsT,1l1 +,sls T srrltl f rrs/13 +'r5l15.. l"l < r
u:0

rnrcdt !: erctdnt/t
a$cof,.h r: sttrnh l/t

11616 1- 614906 l/z
rrrooh r - ccorh !^

trocdac!:üs5lnl/2
arcoloch I : 66ia[ l/5

(2n)lt:2.4.6 . . . 2n(2n-r)l!:r.3.s . . . (2u-r)

Dic Bcrchritakung auf ilie ersten Gliedcr det Potenz-
rcilen ergebcn Nüherungrforrneln für die tr"unttionen
bci Lleincn blw. großcl Ärgomenten.

41



Reihenkoeffizienten

Die Korrektionsgliqder der aF)'rnptotischen AugiLäcke filr n -----+ co sind fär D : 15
und n : 16 berechnet unil gcltea ffü größere Vorte von n mit gute! Genaukkeit.

n! 1'3's..(2n-t ):(2o-l)! ! 2'4'6 . ,2n:2!n !:2nl
I
2
3
4
5
6
7
I
9

l0
tl
t2
l3
14
l5
l6

2t
42
8,6

t6 24
32 I20
64 120

128 5040
256 40320
512 362880

1024 3 6288002048 39 9168004096 4?9 001600
8192 622? 020800

16384 871?B 29t200
32768 r 30?674 368000
65536 20 922?89 088000

n*0-0464 

- 
rn. r

n-0J369 /2'E 1-,;

l
3

I5
r05
945

10395
t35135

2 027025
34 459425

654129C1s
r3?49 310575

316234 14X225
7 905853 580625

213 458046 6?68?5
6190 283353 6093?5

191890 ?83961 890625
n---.0-01223 

-/2r\!\+n'02g45V2\ t

t
I.48

384
3840

46080
645t20

l0 321920
185 ?94560

3?t5 891200
8I?49 606400

I 961990 s53600
sl 011?54 393600

1428 329123 020800
42849 a73690 624600

l. 371195 958099 968000
n+0-04810 

-il2n\ 

!
;=,i5s25 Y2 T n\-J

n n!
F . (lD-r)-

1.3., (2n-1)
2ü n!

2"n
t.:::-(fiTr)* B: Bo =.1 E; Eo:l

I

4

6

I
9

l0
II
l2
t3
l4
t5
16

1,00000000
0,66666661
0,40000000
0,2!85?143
0,12698413
0,06926401
0,03?29604
0,0t999122
0,01053065
0,00554245
0,00290319
0,00r51411
0,000?0?65
0,0004084I
0,0002I125
0,000r0903

r10,0619 y'zn

" P-s?f t

0,50000000
0,3?500000
0,31250000
0,2?343750
0,246093?5
0,22558594
0,i0947266
0,r9638061
0,r054?058
0,1?619?05
0,16818810
0,16118026
0,15498102
0,14944598
0,14446445
0,13994993

n-{,0549 I

0,66666661
0,53333333
0,45114286
0,40634921
0,3694083?
0,34099234
0,3r82595:
0,!9953837
0,2a377319
0,2?0260r8
0,258509?4
0,248I6935
0,23891189
0,!30?3?28
0,223294L4
0,216s2765

o+0,1453 r /r;
n+05203- J/ c

1,00000000
1,50000000
1,83333333
2,08333333

2;4soooooo
2,59255114
2,117A5714
2,82896825
2,92896825
3,0198??34
3,1032r068
3,180133?6
3,25156233
3,3t822899
3,380?2899

0,50006 r
;+o-J?o'
*lnnlC

c--0,57?2r5665

-u2u6
0

-tl300
1J42
0

-rl300
sl66
0

-69t121300
716
0

-36l?/sr0

B" :(B+rf
B" =8.

0

-l0

0
--{l

0
t 385

0

-s05210
2 702i65

0
-199 360981

0
9391 512tt5

(E+rf +
(E-l)r : o

Er=E.
r ' 0,0?0f y';



o+4"- : (*)
!!r:0

(i)

Binomialkoeffizienten
,-: r+(i), + ül n, +. (ä):, + .. t,t (r; ($ : i (? (:?) 

:: 
("-#*t), (ä):,, (i) : "

(ä)(r/\6/(ä)(ä)G)G)

--+lzt0(xm
0-t75üxm
t,&7500000
4'U00@
q3? xm
t,8t{tflrm
43t! rm
?8r5{mJO

--{,lllllul--oulllul
o.'''5t15fiom,
o5s55556tffiffi
22ZZW2

--{}09375000
or564to0
o,r5625m
o'65Sium
1,t06,zxm

I
2t
a
5
5
7
8

.c
l0ll
t2
13
t4
l5
t6

-1--:2

-3.-1
-1

. c50000000
1,50üxlm
z5{nnm
3.5@0qxD

--oJ0000000

-lJ(xm)00
-2"5finm

o,$itaßi33offi7
ttttttStt'1ffi7

--43tttt3!B
-4ffi1
-t3ltixxtiBt
-'.ffi?0350üxm

o.zt{xum
tr5oüxm

--{,zlrxxm
-lr5@x)

I
3
5

t0
t5

ng
6g
6
78
9l

tcttn
I
3
6

l0
l5

I
a

10
m
!6x
ü

tm
l6tt
zn
M
IA
&t
!t@

-t
-10-m-5o.062axm

o31250(m
2la?5mm

-,o.3liärm
-2"trtm--{562itm0
-t{t3itffi

0'(xl?2E10
o,uß*n

-4o,,)Wt2-406t7ä,p
-4u}'gpü
--q4,938ä7r6

-t:tM562
-z7l@1ttß

0,0t15s75t)

-{,u718750
-o,60tt6,,80
-t.Qi13tn

I
5

t5
35
m

t26
2to
3{
495

715loltß
182

I
5

l5

70

-{,03905250
oo234!150

-<),03906250
o.nI1TEO
o,zT3t lm
2{6093?50
9,ia43TtA
ß,@375

4,o4tt:i2A
--{.@880668

o.f2,716t1
o,gwt6t3
o,twt292
o,4tt25tffi
LgtZtnga
3,1ß72y2A

-4ß3759766
-o32tn2fi

o0l?08984
0,09521484
056e5484
tßtw2A

I
6

2tx
tzt
x;2
ß2
vn

lu;t
N2
N3
45ß

-l-6*2t
--56

-126
o,v2734t75

--o,0117t875
o0ll?t8ö

-4,0z|3lJ75
42W?75
--47m816
-rt,7{ßI--35,t9I/,IN2

uo30na33
o0l92{x39

--+otwf394
--.0,0096{1219

4,1248?a51
-442111t657

-t.997?56m159t?,f85
O32lIß?4
o9l{m3

---000939941

-4W32n
-45357ffi
-r.60958,196

I
7

8
84

2to
4&
CA

t716
N3
tx}5
6006

I
7

2a
84

2to
4ß,o5t78t

0,m6959{
-{),0ü88281

0,q)6$594
o%58594
2.942617t9
14,66:t0859
&,a54En

--4V34m?
-{).01386984

0,m670629
0.w5t3455
0,11095470
o3950038
2,t082ts2t
3,9,0245.39

-4t,232361
---oJl0U658

oN5U63
oo70Bl604
05t3t11299
t.770()1m

I
8

36
vn
3t0
vn
l7t6
3132ga5

lla.lo

-l--{
-?5
-t20
-3m0016ll:!a

- {,m439{53
oü)2r{l4t

--{),0(Dt4l4l
4Wft26
-3.!0ll€98/t
-rz0o5r?58--67,6ä96680

o.olsml17
0.010!t67l!)

-0,00447086-4WTB4
--o,10cDr20
4,?IyJ0z37
-2208606
-4ntx876

o,0ä2lst
oNt5a745

-4.63ul61
--4{p510574

-t,a1w)68

I
9

4t
165
495

lB7n3
il35

tß70
I
I

u;
165
4ttt

--o,01309204
o,6wt24

-4ütn329
o.ll)l06a12
0,19638062
3338470t6
21.ttt36452
ü,8,33142

-o01583431
-<).008:,6693

o,w61t\t
0.m2z)l56
0,8m6n
0J6418906
zffi3t6a
4TtUn82

--o.01860ül
-4.0o59,lt6a

o.wMm
c05710093
o47 t369
te'0'.3063
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. Komplexe Funktionen, konforme Abbildungen und ebene
orthogonale Koordinatensysteme

1:x{iy
r: ltl - V[.ll;
p:.tgt:rrctraYA]-2na
r:r (coo 9 + i !i! 91 :rol9.:rit9/t1Eolo1
c + d (oor y * i ü v)
.io 9 = Gt9-c4)/g. .

co.g - ("t9+ o'19) / l

'dn 
ir - irbür

cor ir : corh r
t.nir: i tühr
cot h: icothr
rinr: .itrrcorhy+

+i coc x drü y ,

-.. : corrcorhYf

-i .in r .iDL y

.i!}l + i d!h2y
lltt I :

cor2r f cocü.ily

cia2r. - i riohly
ottt i :

-coo2r * coab2y

1:l{cor9
y: lrl dre
m : g.nrc äül
f: f (oor n9 { i rin n9):
1l ddt - a ihqE (üotv!c)

t r:hlrl +ie
Lnr-0rrL-n
.itü ir : idrr
deh ü : qr. r
t.rhix: itrnr
coth ir : i cot r
rinh a : dahrcoc y {

]i coih r Cn y

rorh l : oorhrcoly{
fidrhrrhy

terü r :

cotü r -

sinü2t + i !i!2y
corü2r { coe2y

rirb2r - i rhzy
corh2r - cor2y



- lh(r+ /iT;)
: trh(i + y'TTF, +nlz
-- t'"y'=
: -.tr"y'g

- - il"(i' + t/rl=t,
: +i r" (r +iy'i=-t)
=,_t,"y'$
: -thlH

trüt dnc odvd"üo hrü6- ? * t (r, - x(r,v) + iY (x, y) gdt o dic crocüy.xiorogchc Dificrcntielgtcicüoag0x ey DX 0Y

'':rl rl: -';und dic ledroorclo Potlodddcicüüls
11lc- q:ö-,, !:Y arY
lrr ' ryr - - 6;- +;F: o.

Eirc aulytircüc Fulltioo z:f (r) vctoittott m cincr Korvo dcr rEbcoo cinc loloeoo alülllug in dcr z-Ebeao und uugclchrt.
X (r, y) ord Y (r, v) dnd harmonlschc Fontdouon

l
Dic Loofotac l$üirrhry ciacr orthogoidcn Kootrriaetcoaotrer clibt *iad.r cil orthogoialc. x.oordhdrcdtct&

ütdr L *. I cdrl I
rtcorü:--i.ncoüir
utrn tr : i .utalh I

-l uootL r

.t".io ..,: --i .r.hh if
' .noso€ t : -i rornh r

ltctrlr r - --{ rltrtrb i!
rEcot r: i.lcoth n
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Parabolische Koordinaten
Z:22 2: l/T

Die Z-DbcDc lut zwci Ricnnnneoü. Fläcl&n rnit delr YcrzwcigungepunLren Z : O und Z : coi in di$on ßi!8ul&cn Plmlrcn
ist f'( Z) : O oder : .n.

x+iY:x2-y'12ixy
V, : Zyy'l-'1 y, kor oksle Parabdr für y : s.

Y, : 2x1t!2-==f, konfokale l'grabeln für x : c.

Rei? : rre2i9, Polarkoordinaten rnit verdoppeltcm Argum€nt.

Polarkoordinaten
Z:ez z:lnZ

Den4 Parallelstreifen vou der Breitc zr/2 für y : Obisy .- 2r der z-Ebene entsprechen ilie 4 Quadranten der Z-Ebene, die un-

errdlich viele Riemannsche Flächen hat.
X+iY:e*coey*ie*siny
Yr : X tq y, Geraden durch den Nullpunkt fü y : s.

Yr: y'F 
- at, Kreise um dcn Nullpunkt für x : c.

Rci.l, - cr. ciy
R -.. ci

x + iy = IIRT-X)P + iyTF* x)E
v, : Y/2x, gleichseitige Hyperbeln fär Y : c.
y2 : V;!-X, gt€ickeitige Ilyperbeln für X : c.

reig : l/Fi, eqP, Polarkoordinaten mit halbiertem Argument.

x+iY:lnR{i9
yr : $rcsin Yex -l 2 nm

Xe'r + 2ßm
r (coeq * i sinq) : ln R + i'l
r: t4tn-RF-+-o-
c : arccos ((ln R)/4

Transformation durch reziproke Radien, lnversion
z: tlz
x + iY: xlf - iyl,'

z:lF

Yr : tlZy + 1/l1ayr -. 72, Kreisbüechel für y : s, dic reelle Ächse berähend; DiPol.

Y2: + l/Ti; - Xr, Kreisbüschel fär x : c, die imaginare Achse berührend; Dipol.

Retq : lAei?
R =. t/r, Spiegelung am EiDheitskrcis.
,l -- - 9, Spiegelu:rg ara der redlen Achee.
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Elliptisdre Koordinaten
Konlokale Elliprea urd toafokale l{yperbeln mit den Brennpunkten it Z : * I bzw, Z: * i.

Z : dm z; Xr/coehzy f Y?ainhsy : l; Xt/.in\ - Yr/cosh : l.
Z : co. ri Xlcoshry f Yr/ainhry : li Xtlcos\ - YTsinrx : l.
Z: rilol,zi 

-Xr/coery + Yr/sinry : fi Xr/sinhrr. + Yr/coehrx: l.
Z : coah ui .Xfcorry - Yr/6insy - li Xtl6sht + Y./8inh!x : f,

Dic Bilder der Kootdinaten fär Z: si! r, cos , unil cosh r gtimmen miteinaniler überein (Brennpunkt e fu Z: I l), rlie der Koor-
dinaten fär 7 : ünh, z sind hiergegen um lL gedreht.

überlagerung des kartesisdren und des reziproken Netzes,
Dipol im geraden Strom

Z: z I tlz: iZ: iz - rliz ':O,SZ + Vi,ZS-F - tX+iY:xlx/r.fi(y-yl")
: G + l/4 coö e + i (r - l/r) eir.g

Die Larteeiscüen Koordinaton tlor z-Ebene ergeben iltr iler Z-Ebeae das Bild der Str,ämrmg um rlen Einheitrlreis (sbömungelinicn
unit Aqoiptcatiallidcn), ebe,nro das Bild der Srtimrmg im Einleitskrois.

D6r Einüeitltreis der r-Ebene g€ht in die Geraile von X : -2 bis X : *2 der Z-Ebene über.

Dio sndorcn Kreiec um {en Nullpua}t der z-Ebene ergeben honfokale Ellipen in der Z.Ebene mit ilea Brennpuakten in X : -t 2,
wthrcül aug den Gctaden dnrch ilen Nullpulkt iler z-Ebeae konfokalc Eyperbeln ia der Z-Ebeno mit ilen genannten Brennpunkten werden .

Kreisc durch öe Punkte r : + I gehetr in Kreiabogen der ?Ebene über.

Iboirc durch den Punlt t : - I mit dem Punkt z: * I in seinem Iüem gehen iri JoukowsLi.Tragnügelprofile iiber.
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Z : ta'ib, zl2

Z : coth zl2

Quelle und Senke gleidrer Stärke, Bipolarkoordinaten
z+l

z - ln (Z*l) - ln (Z-l) : b Z_l
t+z

z : b (t-tzl - In (l-z) : t" ,_z
R, : I cosec f l; Xr"i.ln""la {ü. y : c un X : 0, Y : + eot y durch die Pble X : f I'
R, : I coeech r I, apollonirc.he Kreiabändcl ftü : : c um,X : * cotl x, Y :O.

z :- tan zl2 z : -i ln (l+iz) + i ln(I-iz): -tb==t-tz

Z: corzl2 r - -i lrr(iz-l) + i ln(iz+l) :th 1#

R, : I coeech y l, apollonirche Kreisbündel fär y:ssa X : 0, Y : * coth y.
nr: I cosec x l, Krei.ltischet für x:c urn X: + cot n Y:0 durch die Pole Y: + 1'

Zwei Quellen oder Senken gleidrer Stärke
z:y'*+t

cos 24r - l/Rr
Die Parallelen rur roellcl Achcc in <ler z-Ebene werilen zu Ilyperbeln in der Z-Ebene; eie gehea tlurcü die Polo X : * l, ibre

Asymptoten durch den Nullpunlt.

Die Parallelen zur imaginlften Achic in der z.Ebene wcrden zu konfokalen Careini-Kurven in der Z-Ebene rnit den Brennprrnktcn

irr X : -l l ; inebeeondere gelrt die imaginäre Achee dct r-Ebonc in die Lmnirk tc der Z-Ebene übet gem6ß iler Gleichung R : Vn c".4.

4A

,: b(z-r) + ln(z+r) : h(ZLr)
x : 0,5 lu(R' - 2 R,co3 2+ + f)

ein 2{
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