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Der logarithmische Universal-Recüenstab MATHEMA
von Dr.-lng. Eugen Moeller, Dormsiqdt

Geschicfite des Logarithmischen Rechenstabes
Der logqrilhmische Rechenslqb verdqnkt seine Entstehung und Entwicklung im wesentlichen

der Autslellung der Logorithmen durdr totl Blirgl (1607) und durch Lold tohn Nopier (16'14),
der Aufzeidrnung von logorilhmisdren Skolen dutdr Edmond Gunter (1624),
d6r Verwendung eines.zweilen verschiebboren Stobes durö Wlngrle ('1627),
der Anordnung zweier gleichqrtiger logorithmischer Stöbe durch Willlqlll Oughüed (1630),
der Erfindung des Schiebers in einem sldbkörper durch selh Pqnrldge (1657),
der Autstellung doppellogqrilhmisdrer Skolen durdr Rogel (1815),
der Wiedererfindung des Löufers durch Monnheim (1851)
und der klossischen Gemeinscholtsorbeit ,,Dormslodt" unter der Leitung von Prol. D.. Alwin Wqhher (1934).

Aufbau des Mathema-Stabes
Der Mqthemq.Sldb ist für die Anwendung in der prqktisdren Mothemotik und lür die mqthemqtische Behondlung der
Noturgesetze gesdroflen. Zu diesem Zweck ist er ols doppelseiliger Rechenstob (Duplex-Form) qusgeführt und mit
ollen elelnentqren Funktionsskqlen so vollsiöndig versehen, doß die Rechnungen tunlichsl direkt und dqher bequem
und genou durchgefühn werden können. Die Anordnung der om höutigsten gebrouchten Skolen ou{ der Vorderseile
des Stobes, die Eintührung einer gemeinsomen Einheit für die Argumente der Kreis- und der Hyperbellunktionen, die
lormelmößigen Bezeidrnungen der Stommfunktionen und ihrer Umkehrungen, die lolgerichtigen Bezillerungen der Skq-
len, die gößen Skolenlöngen und die Morken ouf dem Läuter erleichtern die Hondhobung des Mothemo-Stobes
wesenllidr.
Die lesBrehende Hcuplskqlq, quf die dlle übrigen Skolen des Stobkörpers bezogen sind, wlrd mil Y bezeiönel.
Die bewegllche Honplrkqlo, oul die olle übrigen Skqlen des Slobkörpers bezogen sind, wird mit y bezeidrnet..

Die beiden Houplskolen sind, zur einfodleren Hondhqbung des Stobes, sowohl out der Stobvorderseite (unlere Gleil'
luge) ols ouch qut der Stobrückseite (obere Gleilfuge) qngeordnet und im Dekqdenbereich (0,1 bis 10) besonders ge-
kennzeichnel.
Die Stommlunhionen sind mit f(X) oder mit t(x) bezeidrnel, wenn sie ouf die Hquptskqlq Y bzw. out die Houplskolo y
bezogen sind. Hier ist demnqdr wie üblich

Y: r(x),
v: f(x).
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Die Umkehdunktionen gehen von den Houptskolen Y und y ous und werden mit t (Y) bzw. mit t (y) bezeichnet.

Um die Funktionän im prdktisch wichtigen Berelö doßtellen zu können, sind einige Skolen in nehlelen Slulen oufge-

trqgen.

Dem gleidten Zwecke dienen die ttber die Hquptdekode der Houptskqlen'hinousgehenden Skqlenerweltelungen vie-
ler Funktionen.

Die ebenlolls über die Houptdekqde der Houptskolen hinqusgehenden Skolerwledelholungen einlger Funktionen

mochen ein Umslellen des Sdtiebers von giner Endloge in die ondere in vielen Föllen unnötig.

Alle rechtsföufigen Skolen sind tdrworz gelörbt. Die rücklöutlgen Skdlen, dos sind soldre, deren Zohlenwene qul dem

Rechenstobe von rechls noch links zunehmen, sind rot gelörbt.

Als genelnsqme Einhelt lür die Argumente der Kreis- und der Hyperbelfunktionen, die mileinonder verwondt Ünd in

den Formeln dqher ott rniteinonder gekoppelt sind, dienl der Neugrqd. Zur bequemen Umwondlung von-Neugroden
in dos Bogenmqß (Rodiont) besitzt der Löufer Einsleflmqrken lür den Foktor d2 ouf den Normolskolen.

Die Kommqstellurgen bei den Zohlenqngdben out dem Mqlhemo-Stqb sind einheillich out die lrigonometrischen und
pythqgoreisdten Skolen qusgerichtet; qusgenommen hiervon sind die Skolen mit eingeklommerlen FunktionsousdrÜcken.

Die Bezeidtnungen der zohlenwerle sind zwecks guter Lesborkeit und iibersicht kurz geholten.

Ein Punkt vor oder hinter einer Ziiier bedeutet, dqß dieser Zilfer so viete Dezimolnullen. vorqngehen bzw so viele
Nulien {olgen wie die benochborte kleinere gonzzqhlige Zehnerpolenz ongibt

Die Skoten mit Ausnohme der fdr ex bzw. In Y sind unglelchmüßig gerellr. lnsbesondete sind diF, llleryolle -zYist:n
den Skolensirichen on vercchiedenen Stellen einer Skolo verschieden groß. Einheiten im Dezimolsyslem sind nicht

immer in 10 lntervolle gete:lt, sondern je noch dem Bedürlnis quch in 5 oder in ?. Die gegenseitigen Zuordnungen der

Skolenwerte der verschieCenen Funktionen werden in der Regel mit dem Hqüptstrich des ttiulers hergestelll. Am lin-

ken Stobende benutzt mon mit Vorteil den linken Löulerstr:cfi, qm rechlen Sldbende den rechten, wenn es sich nicht

um die Skqlen ex bzw. In Y hdndelt. Die Abstönde der Löuferstriche voneinondqr entsprechen den Foktoren n/2 und nl4.

Die Spqlten der Reöe!,belspiele in dieser Sd[ift und ouf dem beigelegten Zusotzslreifen sind in der Reihenlolge

der einzelnen Rechenschritte von links nqch rechts geordnet und stimmen doher im ollgemeinen nicht mit der räum-

lichen Verteilung der Größen oul den. Skolen überein. Die lür die Beispiele benötigten Funktionsskolen sind ols teil- .

weise Wiedergoben der Boschriflungen ongegeben.



Theorie des Stabrechnens

Dos Prinzip des logqrithmischen Stqbredrnens bestehl dorln, die mechqnisch ouslÜhrbqre Addlllon und Sublrsktlon
von Strecken dodurdt in die beiden höheren Rechenstulen zu verwondeln, dqß diese Strecken Funklionsgrößen im Io9-
orithmischen Moßstob dorstellen.

Mon erhölt Multipllkqtionen und Dlvlslonen der notürlichen Zqhlen, wenn ouf den beiden zusqmmenzuselzenden Sko-

len die Logorithmen der notürlichen Zqhlen oulgelrogen sind. Es ist

ln o l- ln b : ln qb,
ln o - ln b: ln q:b.

Ausgongs- bzw. Endpunkt der einlochlogorithmisdren Skqlq ist die Zqhl 1, do 1 ols Foklor ohne Elnfluß und ln 1 : O ist.

Die Skqlen mit den Logorithmen der notürlichen Zohlen'sind Normqlskqlen des Redrenslqbes; diese sind HquPlskqlen,

wenn die qnderen Skolen quf sie bezogen sind.

Mon erhölt Potenren und Wurzeln der nqtürlidren Zohlen, wenn die eine Skolq eine Houplskqlo und die ondere eine
skolo der Doppellogorithmen der nqlürlidlen Zohlen ist. Es ist

In (ln o) + ln n : ln (n'ln q) : ln (ln qn),

' 
- 

In (ln o) - ln n - ln (1/n ln o) : In 0n ql/n)'

Ausgongs- bzw. Endpunkt der doppellogqrithmischen Skqlq ist die Bqsis der Logqrilhmen, do deren Logorithmus : I
und do Logorithmus'l :0 ist.

Die Umkehrung des Rechenvorgqnges lielert die Exponenlen

ln (ln on) - ln (ln o) : ln (ln qn : ln o) : ln n,
ln (ln oI/n) - ln (ln o) : In (ln q1/n : ln o) : In Vn.

Die Exponenten n und 1/n sind qudl die logodthnen der Numeri qn bzw. q1/n zur Bosis q.

Im ollgemeinen bestehi kein Bedürlnis noch.einer Erweiterung des Stqbredlnens etwq in der Weise, doß zwei Skolen
der Doppellogorithmen zueinonder oddiert werden noch der Beziehung

ln (ln o) + ln (ln b) : ln (ln olnb) : ln (ln blna)'

Es genügt, doß diese und dhnliche Rechenorten ouf dem Slob miltels einlodrer Sdrritte qusgefuhrt werden können.' Dogegen ist es tür eine umfdssende Anwendungsmöglichkeil des Rechenstobes in Mqthemqtik, Physik und Tedrnik
von Wichtigkeit, doß die elementoren und einige qndere Funkllonen oul dem Rechenstob enlholten und den Hqupt-
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skolen zugeordnet sind, An den Funktionsskoien l(X) und {(x) können nddr ihrer Projektion ouf die Houptskolen ode.
quf die Skolo der Doppellogorithmen olle höheren Rechenoperqtionen vorgenommen werden entsprechend den Be-

ziehungen:
ln f(X) + ln l(x) : ln (l(X) ' t(x)),
ln l(X) - In l(x) : ln (l(X) : l(x)),
ln (ln f (X)) + ln l(x) : ln (ln l(X)f{x)),

ln (h f(X)) - ln f(x) : ln (ln I(X)1/r{xD.

. Auch die Berlehungen rwl$dlen den Funktlon$kqlen sind von Bedeutung. Beim Ubergong von einer Skolo f(X) oul
eine Skqlq f(Y) Iinder mqn die Funktion t0q,(v), indem mqn die Größe Y durch die Funktion t(X) ersetzt.
Dos gleiche gill lür den Ubergong von einer Skolq t(x) quf eine Skolo f(y).
Beim übergong von einer Skqlq f(X) qut eine Skqlq t(y) isl f(X) noch mit dem Fqktor zu versehen. der gegenÜber dem
Endslridr Y : 1 out der Hquptskqlq y sleht.
Entsp.echendes gilt lür den ijbergong von einer Skqlo f(x) quf eine Skolo f(Y); der Fqktor von f(x) steht gegenÜber

vony:1outY.
. Mittels der Mqrken quf dem Löufer können beim ijbergong quch n-Fokloren eingeführt werden.

Wegen der Zuordnung der Funktionsskolen zu den Hquptskolen sind sie wie diese logorithmiert. Mqn lößt jedodl die
ollgemeine Logqrithmie.ung bei der Bezeichnung der Skqlen und ihrer Zdhlenongoben der Einfqdlheit wegen qußer

ocht und schreibi die Nuneri unmittetbqr on den Skqlenstridren qn. Der Begriff des logq lhnisdren Rechensldbes er-

innert qn den wohren Sochverhqlt.

Die Funktionen sind quf dem Rechenslqbe kontinüle.llch enthqlten. Sie sind doher bei bequemer lnlerpolqtionsmöglich'
keit nur mit begrenzter Genquigkelt einstell- und oblesbor. lst L die dem Rechenstqbe zugrundegelegte Lönge lür die
Einheit ln e : 1, donn ist die Lönge z der logorithmischen Strecke der Größe y

z : I.ln y.

Mit den Einstell- und Ablesefehlern usw. von der Lönge Az wird der relqtive Fehler del Hquptskqlq y
LYIY : LzlL;

er ist olso konstont und von den Funktionen l(x), die eiwo qut die Skqlo y übertrqgen werden, unqbhöngig.
Für t : (2OOmm Dekqdenlönge) /ln 10 : 86,8..mm und Äz: L/500 : 0,17..mm erhöll mon den reloliven Fehler quf

der Hquptskqlo y zu 2 vf,
Bei n ouleinonder folgenden Multiplikotionen oder Divisionen wödrst der wqhrscheinliche Fehler nqdl dem Gqußsdlen

Fehlerfortpllonzungsgesetz ouf dos l,it-foöe on.



Die Länge z der logorithmisdren Strecke einer der Houptskolq zugeordneten Funktion l(x) isl
z : L. tn t(x).

Mit den Einstell- und Ableselehlern usw. von der Lönge Az wird der relqllye Fehler.rut der Funktlon$kqlo l(r,

^x/x 
: Az I (x) /txf'(x).

Mit AzlL : 1/500 erhdlt mon die Fehler in vT ncdr folgender Tobelle:

f (') f (v)

t/*
,|y';

v;th-v
v;, -rsin x
tüo x
einh r(
cosL x
tanh x

lnx

'lv
tly2

v'
t/L -Tl/t +7
arcria y
atctan y
arainh y
arcoah y
artaah y
lny
1l

Bei der Beschreibung des Rechenvorgqnges ist ein einloches Rechensdremo qngewqndt, bei dem -die 
quf den Skqlen

gegenüber srehende-n Werte durdr e'r-nen-sdrrögen Stridl (4 und der Ubergong oul einen- onderdrt Skolenbereidl durdl
iwäi sdrrage Strldre (//) gekennzeidrnet sind.-Die Kennzäictrnung der Skqlen_ etfolgl hierbei durö Ansdlreiben der
Funktion l(i) vor den'Büchltqben Sk; der Einstell- bzw. Ablesewärt wird nochfolgend ongeschrieben. Die Bezeidlnung
Gst uedeJtät die Einstellung des Sdriebers in Grundstellung, qlso so, doß sich die Hquplskolen decken,

Die Skalen des Mathema-Stabes und ihre gegenseitigen Beziehungen
Die Hauptskalen Y und y und ihre Reziproke t/y
Die Dekqdenob3chnl e von 0,1 bis 1 und von 1 bis '10 usw. einer logorithmischen Skolq der notÜrlidlen Zqhlenreihe
wiederholen sich in kongruenter Weise, denn die Logorithmen untersdreiden sich nur um die der Zehnerpolenzen. Ein
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y : 0'01 0,1 I l0

2

4

-0,02
o,o2
2,03
1,99

1,99

2,03

0,2

4

I

1,21
1,61
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Dekodendbsdtnitt der Houptskolen Y und y enlhöll olso bereits qlle denkbqren Zqhlenwerle, wenn mon von de;
Stellenzohlen obsieht. Mo; mocht hiervon bebrouch, indem mon jeden Teilungsstrich fÜr eine gqnzzohlige Zehner-
porenz qis Anlqngs. bzw. Endstrldr der Hquptskolq betrochtel. Mon dqrf demnoch ouch den Sdtieber in Bezug qul die
irärpätär"n "üiäinÄi 

Loge in die ihr korigruente qm onderen Stobende umstellen, um dqs Redrenerqebnis in den
possenden Bereich des Slobes zu bringen.
Die Skqlo 1/y'ist eine rttcklaiulige HquPtskolq gemäß der Beziehung ln 1/y - -ln y.

sie erlqubt die utnwqndlung einer Multiplikolion mit o in eine Division durdt 1/o und umgekehn.
Die Beziehungen zwisdlen den Hquptskolen Y einerseits und y und 1/y qnderseits sind die der MultlPlikqtlon und der
Division.
Elnzelrechnungen beginne mon in der Regel mit der Bewegung des läulers, um ndch der on-sdllleßenden SchiebeF
b;;;g";;-ääJ irö.E'iii lnn.itt"il der H;uprdekcde zu er6qltän und um bei löngeren Ausdrück€n unmillelbor weiler-
rechnen zu können.
Bei lobgllenrechnungen ist es ongebrqcht, einen Schieberendslrich dem konstqnt bleibenden Ausdruck ouf der Skqlo
y-g"!-;;üA;ä;i;tf ei, urn.niweaei mirtels der Skolq y mit vqrioblen Fqktoren zu multiplizieren oder mittelsderSkolo
1/y durch vorioble Divisoren zu dividieren.
Die Einstelluno der Zohlen ouf den HquDtskolen, die mit dem Löulerstrich oder dul den Skqlen Y und y mil einem
Endslrich der -onderen Skqlq vorgenommen werden konn, geschieht unobhhöngig vom Kommqin_der Reihenfolge de-r

Zifiern. Bei Zqhlen wie 1234 ist die 4. Zillet nv sdrötzungsüeise einzustellen. Bei Zqhlen wie 8765 konn die vierte Zil-
{er koum noch genügend berücksichtigt werden,
Eine Divirion wie 2168 i 8,765: 281,6 erhölt mqn, indem mqn den Löulerslrich aul y :2468 und den'SchieberJnit.y:
gZ6t untJ den Löuferstrich bringt; däs Ergebnis findet mqn quf der Skqlq Y gegenüber einem Endstrich der Skqlo y;

Y Sk 2468 ,i y Sk 8,765 ll v Sk 1 I Y Sk 281,6.

Eine Mulriplitqtlon wie 234.567 - 1227.1O2 erhölt mqn, indem mon den Löulerstrich q.vl y :234 und denSchiebermit
Vy : Sfi intei den Läulerstrich bringt. Dqs Ergebnis lindet mon oul der Skqlo Y gegenÜber einem Schieberendstrich;
Y Sk 234 I l/y Sk 567 y Sk o,1 / Y Sk'1327 '1v.
Die letzten Stellen von einlocheren Ouotienten und Produkten können durö 'Überlegung exdkt ongegeben werden.

Mit ihnen übf mon dos Abschötzen der Werte zwisdren den Skolenslrichen. Beispiele: 60s'tl : 151,25;2O2'a - 606

Die Stellenrqhl des Ergebnisses ergibt slch qus elner übersölögigen l<opflqcinungl_ in uniibersichllidten Föllen no$t
der Abspoltung von Zähnerpotenzän. Beisplel: 246800:0,008765 : rd.3 105+2 - 2316 194

Mit der qbwechselnden Benutzung von Lduler und Sdrleber ist longesetzles Multiplizieren und.Dividieren möglich; mon
Oiouitri ioUei ieine Zwlscheneriebnlsse obzulesen oder Schiebeiendstriche quf sie einzustellen. Wenn es sich bei'
ipi.ti*"Ä" nu, um Fqktoren hoidelt, donn benutzt mon oußeJ der Skqlo-Y die-Skolen 1/y und y obwechselnd. So
.ittt .on o . b . c . d : o : 1/b . c : r/ä. Mqn findet 12 . 34 , 56 . 78 : 1782 . 103. Bei Ausdrücken wie q/bcd : o i b 1/c : d
lindet mqn 17821 (12 .34 . 56) : 0,078-

I



lm folgenden.ist schemotisch dqrgestellt, wie die möglichen Verknüplungen zweiter Stule der Größen q, b und c ous-
zurechnen sind-

Wenn ein Fqktor eines Produktes nohe bei 'l liegt und sehr genou bekonnt ist, wie bei einigen Umkehrlunktionen qut
dem Mothemo-Stob, donn erzielt mon beim Multiplizieren durcli die Zerlegung des Eqktors in die Zohl 1 und in dle
Abweidrung hiervon eine erhöhte Genouigkeit. Beispiel: '0,9876.543 : (1-0,0121r.513 - 5/ -6,75: 556,27. Andern-
lolls erhielte mon nur den Wert 556.

Wenn ein Clqotient ous sehr genqu bekonnten Gliedern nohe bei 1 liegt oder wenn die Differenz .dieser Glieder genqu
bekqnnt ist, dqnn empfiehlt aich die zerlegqrg ebenfolls. Beispiel: 4561455 : 1 + t1155 : 1,002198. Andernlolls er-
hielte mon nur den Wen 1,002.

GegenübLr den An{qngs- und Endstrichen dör Skqlen Y und y stehen wechselseilig reziproke Werte. Mqn kdnn doher
Brüche ouch mit vertquschlen Zöhlern und Nennern rerlprok qusrechnen. um direkt zu den Ergebnissen zu gelqngen.
Diese Methode ist donn om plqtze, wenn eine ouf die Skolo Y bezogene Stommfunktion im Nenner eines Brudres
steht. Beispiel: 678 . cosec 3Og:1 I (sin 50s:678) : 1493, wobei sin 30s :0,454 nidrl obgelesen zu werden broudrt.
Dqs Ergebnis erscheint nun oul der Skolo y, indem mon den Lduferslrich ou{ sin 30s und den Schieber mit y : 678
unter den Löuferslridr stellt.
Mittels der Mqrke 2 quI dem Löuler können Neugrcjdes eines Winkels in dqs Bogenmqß rad verwqndelt werden und
um'gekehrt. Es ist

. 1s : nl2OO rod : 0,01570796 rod,
1 rqd : 2oo/ns : 65,66198e,
n : 3,1115927 : 11 0,5183099.

Der Foktor n/2 enlspriöt quf den Houptskolen dem Abstond des linken Löuferstridrs. der die Bezeichnung t hot, vom

rechlen Löuferstriä. Beiipiele: 87,6s : 1,376 tod; 0,234 rod : 14,9s.

tlv

v

Y

l

a

c

tclb

b

e {bc

b

sbc

bc

a ablc
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Die llneqre lnlelpglqlign von Zohlenwerten beruhl out der genügend genouen Proporlionolitöt zwischen den Differen-
zen der Argumenie und den Diflerenzen der Funktionswerte in den geeigneten Föllen. Der Redrenstob konn hierfÜr in
noheliegender Weise selbsi dqnn ols Hillsmittel dienen, wenn es sich um vielstellige Tobellenwerte hqndell. FÜr wie'
derholte lnterpolqtionen zwisdlen der kleineren Zohl o und der größeren Zqhl b, die beide nur mit Rechensiobgenquig'
keit bekonnt oder zugrundezulegen sind und die Argumentendilferenz d hoben, eignel sich folgende Methode. Mqn
bringt y: d über Y: b-o; donn steht der Zohl o out der Skold Y eine zohl c qul der Skqlq y gegenüber, ferner
der Zohl b quf der Skolq Y die Zohl c+d oul der Skqlq y; die oul der Skolq y ersichllichen Argumentenverönderun-
gen, d. h. die von c oder gdgebenenfolls von c+d qbweidrenden Betröge ergeben ouf der Skolo Y die zugehörigen
Funktionswerte und umgekehrt, Mdn. erhält tolgendes Schemo:

yll .l c c+dll v

Yll b-a a<b ll Y

Zum Beweise schreibl mqn ouslührlidt
c: qd/(b-q)

' c+d : bd/(b-o) : qd/(b-o) + d.

Die Größe c dqrl ohne wesentlichen Nochteil obgerundet werden, um dqs Ablesen der Argumenten-Verönderungen
zu erleichtern,
Beispiel:o:456;b:789;d:2.Monlindetc:2,738:td.2,74.FürdenArgumenlenzuwochs0,234wirdderFunk-
tionswerl : ,195, wenn die Argumente von q ncrdr b zunehmen; im onderen Folle wird det Funklionswert : 750.

Die wurzeln der quqdrotischen Gleichung
xr*ax*b:O

ergeben sich im Reellen qus den Abszissen der Schnittpunkte der Einheitspqrqbel
Yl:x2

und der Geroden
y2:-ox-b.

Dos Anlegen einer Lineqlkonte on die Pqrobel und ein Abschötzen genügt, wenn mon die gelundenen Läsungen mit
Hilfe des Rechenstobes verbessert.

10



Hierzu bringt mon die gegebene Glelchung ln die Rechenstqb-
lorm x+b/x--o
und stellt einen Schieberendstridt qut y - b; mlnels des
Löuferstrichs erhölt mqn donn von der Skqla y ous zu iedem
beliebigen Werte von x die zugehörigen Werte b,ix oül der
Skolo 1/y, Die Summe der beiden Wertä soll : - q sein_ wos
durch Probieren erreicht werden muß.
Do die Wurzeln x1 und x2 dem Viötqsdten Sotze gehordlen,
wonoch Xr *.x2 : - q
isl, so findet mon quf dem Rechenstob die belden WurzEln
gleidrzeitig.
B6ispläl: x - 2lx :5; x, : 3,56t ys : :: e56.
Wenn die Gerode y: die Porobel yr nicht schneidet und die
Wurzeln demnqdt konjugiert kompl6x sind, ddnn wendet mon
die oudl sonst gültige Formel on:

x1, x2: - o'2 X Yozll-6
Die Mqßzqhlen der Koordinqten im beistehenden Bilde der
quodrqtischen Einheitsporqbel k6nnen ols Numerierungen gel-
ten, wenn es erforderlich ist, die Moßstdbe der Kooidinqlen
zu veröndern. Es ist dobei zu beqchten. dqß die Gleidtund der
quqdrotischen Einheirsporobel erholten bleiben muß. Wenn
mon z. B. die Abszissenmoße verdoppelt, muß mqn die O.di.
notenmqße velvierf ochen.
Die Houptskolen eiqnen sich lür die Verwenduno im l{orrer.
tchen SGhemq zur Bestimmung des Wertes von -Gleidrungen
folgender Art

bo:.oa Xa + o$ x3 + d2 x2 + 01 x + oo
für einen bestimmten Wert von x. Hlerzv schreibt mqn die
Koeffizienten in eine Reihe und ergönzt dos Sdlemq sdtrin-
weise wie ongegeben, wobei ba : q4 ist, bs : qs * brX, br- qr l- bc x usw. Durch wiederholte Anwendunq findei moncr ' f'(x)/11, dz : l"(xl/21 usw. lür den ongenorimenen Wert

11



b3 bz br

*ia x +csx' *c2 x
C4

-15,4+ 5,'155

82,65

-52,70

bo: f(x)/O!

-150,7
+154,7

C2

dgdr

- 5,135

Wie ersichllidt isl, ergöbe die weitere Verlolgung des
Gleidlung lqutet

5,60

Schemos, doß dos zweite Glied
y3+

12

5,0

versdrwindet. Die reduzierte
3ßy + 5:0.

-19,267+ 5,133
29,93

-26,35
1

os cl2
*br x +bs x

clo
+br x

b3 bz

s!--1Q4

dz : t" (x\/21

Mqn stetlt einen Sdrieberenditriö quf Y : x, den Löuterstrich ouf b n , cn und dn und liest.die produkte out der Skolq
Y ob.'Wann dobei der eine odei der qndere Foktor eine Schieberumiteiiung värlongen sollie, multipliziert mon bei
unverönderter Sdrieberstellung mit dem verdoppelten oder mit dem holbierten Fqktor und hqlbiert bzw verdoppelt
dos Ergebnis.

Beispiel: Die kubische Gleidrung

wird dodurch vom quqdrotisdren o,"0. Jr*u, 
ti"'ri' + 82'65 x - 150'7:0

. x-y *15,1ß
selzl. Dies konn mit Hilfe des Hornerschen Schemqs geschehen, indem mon es in zwei Stufen mit dem Werte 15,4/5 :
5,1555 durchtühn, um die Koetfizienten der reduzierten Gleichung zu erhdlten. Mqn stellt y : 3 ouf y : 154 ohne Zu-
hiltenohme des Löulers ein und erhölt



Die Parabelskalen l/X .. Y2, lx. , y2 und ihre Reziproke tlyv.. t1yz

Die Pqrqbelskolen und ihre Reziproke sind ouf dem Mqthemd-Stqb wegen der großen Bedeutung der Ou(ldlqte snd
Ouqdr(rtwül'eln in der gleidren Ausführlidrkeit wie die HquPtskolen oulgenommen. Do

ln l/x : rlz ln x
ist, so liegen hier eben{olls Normolskolen vor; ihre Teilungslöngerl sind holb so groß wie dle der Hquptskolen.. Mdn
konn dohör mit ihnen ebenso multiplizieren und dividieren wie mit den Houptskqlen und ihrer Reziproken und dobei
sogor gonz ohne Sdrieberumstellungen ouskommen, wos beispielsweise beim llnecren lnterpolleren vgn Tqbellen-
werten ongenehm ist; mqn muIJ qbei den doppelten relqtiven Fehler in Koul nehmen, wenn nicht die Wurzel qus dem
Produkt oder ous dem Ouotienten zu ziehen ist.
Dd sowohl die Quodrotwurzeln qls quch die Ouodrqte der gewöhnlichen Zohlenreihe im Bilde Porobeln dorstellen, s(,
isl die Pqrobelskolo ein Sqmmelbegriff für die Quodrqtwurzel- und Ouodrotskolo
Der Dekode einer Houptskolo sind zwei Dekqden der Porobelskqlq zugeordnet. Beim Wurzelziehen, wqs mit dem Löu-
ferstrich oder mit einem Schieberendstridr geschehen konn, ist von der linken bzw. von der rechten Dekqde quszu-
gehen, wenn die Anzohl der Zilfern vor.dem Kommq oder die der Dezimolnullen hinter dem Kommo ungerode bzw.
gerode ist. Beispiele: y'12a:11,09t Y12,5:3,507; y'0,0123 : 0,1109; 1/0,123 : O,1507.

Kommen in zusqmmengesetzten AusdrüGken oußer den lineqren Foktoren und Divisoren nur nodr soldre im Quodrqt
oder nur noch solche ünter dem Wurzelzeichen vor, so sind die lineoren Glieder mitlels der Porobelskqlen bzw. mittels
der Houptskolen zu berechnen
lm folgenden Schemo sind die Ergebnisse lür den Foll dorgestellt, doß mqn eine Größe q mittels Löulerstridts ouf der
Skolo Y einstetlt, eine Größe b qul den ongegebenen Schieberskolen unter den Löuferstriah bringl und die Resullqte
sowohl quf den leststehenden ols ouch ouf den beweglichen Houpl und Porobelskqlen gegenÜber den Endstrichen
obliest.

t/a & a2 1bz I r: {r.b2 I
"l 

a2.b athal I y!

r';
'1y';

tlv

b2 I b2 laz

Yb: I s2 lbz
tib I a/b

blbia

'h' l r/a2 b2

b2 I e2b2

blab
A r 1/.b

rlb I r/sr b

b I alb
r'E- r ay'b-

\lE | 'l'y';

b I blez
,A I ezlb

'llF t tly'T
ß- | t'r,la

v'
tJT 2

tlv

v

Y .a/bl tb aay'Fl a allF I Y
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Dos nö<hste Redtenschemq entspricht dem vorigen mit dem Untersdried, dqß sidl q oul der Skolo 14( belindet.

Die obere Molke 
't/4 

qut dem Läuter, die wie die obere Morke r/2 vom mittleren Löulerslridl qus zöhlt, ermögliöt es,

den lnholt des Krelses von gegebenem Durdrmesser von einer Houptskqlq qus ouf der entspredlenden Porqbelskqlo
unmittelbqr einzustellen oder in umgekehrter Reihenlolge den Durdrmessel eines Kreises von gegebenem lnholt.

Beispiele: nl4 . 23152 : 432 '1Oa t/-23/;5 4tfl : 51,55.

Der Kubus und die Ouodrotwurzel hierous, ebenso die Kubikwurzel und dos Ouqdrqt hiervon, ersdleinen bei Benut'

zung der Hqupt- und der pqrqbelskolen out feslstehenden Normolskdlen, so dqß ein Weiterredlnen möglidl ist.

ln der folgenden Dqrstellung der Bildung der 5. Potenz ist es gleidrgültig, ouf welcher Dekode der reziproken Porqbel'
skqlq mon die Ausgongsgröße einstellt. Bel den Ouodrqtwurzeln hierqus slnd jedoö die Dekodenregeln tÜr dos

Ouqdrotwurzelziehen schon beim Einstellen der Ausgqngsgröße zu beochlen, wesholb diese Ausdücke eingeklom-

merl sind. Beispiele: 2't' : 2,828t 20312 : 89,1'

Bei der Bildung der 5. Wurzel ist die Totsodle, ddß sie durch Probieren gelunden werden muß, durö einen Doppel'
strich versinnbildlicht; die Werte ouf den Skqlen Lly'x..tly2 und Y unter dem [öuferstrich mÜssen miteinonder Überein-

stimmen. Es ist dqbei gleichgültig, qul weldrer Dekode der leslslehenden Porobelskolo mon die Ausgqngsgröße ein-

t/t d
^h2

I a ab2 I o eh 1 I aft I Y'

r';
,IE
tlv

br I b]a

rlb, I 
"/bti

rlb I l;lb
b rvr';

rlh, 1 l/ü2

b2 I abl

I I y'ia

vb t rly; b

r& 1 l/ab

blab
r'-ß | t&
rly';r t rllab

blbl"
r/b l./b
ll/[: r /-'h
lF | y'-bß

v

l lv'

LIv

Y r'; v;lb I r'; liu I r'; r'A I t; lqi I Y
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stellt. wenn mon dqs ungelöhre Ergebnis ohnehin im vorous obsdlö_tzt, um von 3. möglidlen Löuferstellungen die ridl-
i''g-J iu l/vahf"n. Bei den-Ouqdrot\;urzeln sind die entsprechenden Dekqdenregeln sr$on belm Einslellen der Aus-
gängsgröße zu beochten, weshqlb dieEe AusdrÜcke eingeklommert sind.

Beispiele: 2tß : 1,587; 202t, : 7,57i 2002ts - 312.

Die l. potenzen werden mittels eines Söieberendstrldrs quf der feststehenden Porobelskolo €inge-slellt, 
- 
indem mdn

miitjis'aei f-Ouferstridrs die gosis äuf dtr Skqlq Y mqrkiert und den Söieber mit der Bosis oul der Skols Vy unter den
Läri;;rtle Uiingr. Mon hql aonn in Bezug ouf die testslehende Pqrobelskqlq dos Ouqdrot der Bosls lns Ouqdrol
erhoben.
Die l. Wurzeln erhölt mqn ohne Probieren durch zweimoliges Ouqdrotwürzetziehgnf wopg-l die entsptedlenden De'
[oä"ni"ö!l" zu beqdrten sind. Beispiele: 2'h : 1,189;20'rt: 2,1151 200th - z'76a;2000'n : 6'69'

Die wurzel der reduzl€rten kubl3dte! Gleldtung
xs+qx+b:0

ergEben sidl im Reellen qus den Abszissen der sdrniltpunkte der kubisdren Einheitspqrqbel

und der Geroden 
Yl : x3

Yc:-ox-b'

r'v I!
a

trtb b' I
2

Y.

v;
rll *

llv

t l/a
3ala

112
I (a')

tl,
r (l/a )

i r/bt't t,o

rd/"b
r (bt/u) (b,

r (rb r/o) (rl/bt

v'
r/vt

lly

v

Y
312

a(")I r';{l 1 Y
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Dos Anlegen einer Lineolkonte qn die kubisdle Pqrobel und ein Abschötzen
genügt, wenn mon die gelundenen Lösungen mit Hilfe -des Redlenslobes ver-
bessert. Hierzu bringt mon die gegebene Gleidrung in die Redlenstqbform

xt+b/x:-q
und stellt einen Schieberendstridl out Y : b; mittels des Löutersrridls erhöll mon

donn von der Skolo Y ous zu jedem beliebigen Werte von x2 oul der feststehen'
'den Porqbelskolq. die zugehörigen werte b/x ouf der Skolo r/y.

Die Summe der beiden Werte soll : - o sein, wos durch Probieren erreicht wer-
den muß, Wenn mon eine Wurzel x1 kennl, {indet mon die beiden onderen ous

xz' xg - -xJ2 X t/ -o-3xrw
wos insbesondere donn erforderlich sein konn, wenn diese konjugiert komplex
sind. Bei der Kenntnis von zwei Wurzeln der Gleichung erhölt mqn die dritte
gemöß dem Viötqschen Sqtze qus der Ergönzung der Wurzelsumme zum nego'
liven Koeflizienten des zweilhöchsten Gliedes der Gleidlung, hier olso zÜ Null.

Beispiel: x3 + 5,6x + 5:0; xr - - 0,726; xz, xg : 0,365 t 2 i.

Die Moßzohlen der Koordinolen im beislehenden Bilde der kubischen Einheits-
porobel können ols Numerierungen gelten, wenn es ertorderlich ist, die Mqß-

stöbe der Koordinoten zu veröndern. Es ist dobei zu beod)ten, dqß die Glei-
drung der kubischen EinheitsPorqbel erholten bleiben muß. Wenn mon z. B. die
Abszissenmoße verdoppelt, muß mqn die Ordinqtenmqße verqdlttochen.

Kubische Einheitspqrqbel Y :xs
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Dqs genquere Ausziehen det ctuddrqlwuEel ous der zohl c geschieht zweckmößig in der Form

!t/c: ! y'o'lR: oix,
indem mqn x mittels des Rechenstobes durch P.obieren gemöß lolgender Bedingung bestimmt:

R: (2o I x) : x

Dieses Verlqhren konn ouch nqch mehreren Rechenschritten

des exqkten Wurzelziehens ongewondt werden.

Beispiele: V12U56 : V1225OO + 956 350 I 1,163

: 151,363, denn es isl 956: (700 + 1,363\ : 1,363

Die Er3olrpqrqbel muß durö die beiden Punkte xo' y0 und

xl, yl gehen- lhre Aöse soll der Einfoöheit wegen Porollel
zur Ordinotenodlse sein. Als weitere Bedingung zur Be
stimmung det Pqrobel ist die Vorsdrrift geeignel, doo die
Ordinoten det E.sotzpotobel die orithmetischen Mittel ous

den Ordlnqten der Porqbel 1 durdl den Punkt x-r, y-1 und

-der Porqbel 2 durö den Punkt x2, y2 sein sollen.

Mit dem lineoren lnte rpolqtionsg lied L und dem quodroti-

schen lnterpolotions- ,t,, : Ax - L - I A"- I' o
glied O ist delinilionsgemöß .'' xr-xo lxr-xo,

und L: yr-yo-Q.
Für die inverse lnterpolotion ergibt sich

Ax : tyt + lnVOlL,-'l) (x1-xo)L/zO.

/159876 : I/160000 -124 
: ,{00 - 0,155 : 3W,815,

denn es ist 124: (800-0,155) : 0,155.

Bei der quqdictischen lnterpolqtion einer Funktion ersetzt mon die Funktionskurve durch äine Pqrobel. Die Funktions'

werte y : l(x) seien litr gleiche Argumentobstönde bekonnt, und es werde enlweder zur Abszisse x0 + Ax <x1 die

Ordinote yq * 1,y gesudrl, oder es werde umgekehrt zur Ordinote yo * Ay (yr die Abszisse xo + Ax gesudrt. Der
punkt yo i Ay:'f(io + Ax) möge nun mit ousreichender Genouigkeit ouf der ErsqtzPorobel liegen; der gesudrle

Wert iqnn donn durdl direkte bzw. durdt inverse lnterPolotion ermittelt werden'
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wenn der wurzelousdruck rlohe bei 1 liegt und mit den pylhogoreischen skolen nidll mehr beredlnet werden konn'

tindet mqn mil der AbkÜrzung k : Ay O/L'

Ax : (1 -k + 2k'-5k3 + 11k4 - 42ki + 152kß 
-129k7 

+ 1'f30k3-'+") (x1-xo) Ay/L'
01 der Porqbel 1 ergibt sidr wie folgt.

yo-y1 : L1 4Qr
Yr-Y-r:ZLr*4Qr
Qr: (y-r-2yo*Yr):2

Anolog tindet mqn 02 der Poräbel 2 zu
Or: (yo-2yr + ye):2.

Demnqö wird O : ((y, -y1) - (yo - Y")) t I
oder in Worten: Dqs quqdrqtisdre lnterpolotionsglied ist ein Vienel der Dilferenz der dem betrodlteten lntervoll fol-

genden Toleldllterenz und der ihm vorousgehenden Tqteldillerenz.
öie Ersotzporobel deckt sidr mh der gegebenen Kurve, wenn diese eine Pqrobel von der Art y : x'z ist; hler ist

!:2xunde:1fürdenArgumentotsiondl,wieousderGleidrung(x+l)t:xt+2x+lohneweiteteslolgtDo-
gegen stimmt die Ersqtzpqrobel mit der Porobel y : yi nidrl überein. Mqn muß doher vor der Aulslellung einer

Zqhlentolel mit vorousgesetzter quddrotischer lnterpolotion prüten, welche der beiden Voriqblen ols unobhhöngige dle
größere Genquigkeit erreidlen löbt, lqtls eine Wqhl überhoupl in Frqge kommt. Mondlmol emPliehh es sldl. elne

Voriqble ols Reziproke qnzuselzen.

l.Beispiet.Esseiengegebeny:exfürx:2,50millnlervollenvon0,01.Gesudttwerdenyli.)rx:2,315undxlÜr
y - 10,12.
Mit der folgenden Autstellung

.xY'Tofeldiff.OL

2'31 1o'o71 125 
oiol 219 0,000 so6 0,1ü 74.'

2,32 10,175 671 
o1o2 268

2,33 10,277 912
erhötr mon e2,s15 : 10,074 125 + 0,050 571 + 0,0001?7 : 10121923, wos mil dem wqhren Wert Übereinstimmt. lm ollge-
meinen stellt mqn Ax/(xr-xo) quf der Skqlo Y eln, um mit L qul der Skolo y den lineqren Teil und bei gleiöer Sdrie-
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berstellung mit O out der Skotq lx,.y2 den quodrqtischen Teil-von Ay obzulesen'

rui | : ''"0,r, wird k : O,Oo2 272i und x : 2,311 5'14, wos mit dem wqhren Wert Übereinstimml'

2.Beispiel.Esseiengegebeny:lnxlÜrx:lO,0mitlnlervolleflvon0'1'GesuchtwerdenyfÜrx:10'15undxtÜr
Y - 2'a17.

Mit der folgenden Aulstellung
., t^ralzli{f O L

@o,oorrro
10j 2,312 545

10,2 2,322 388
op09 855

0,009 756 -0,000 
0485 0,009 9015

10,3, 2,332 114

erhölr mqn ln 10,15 : 2,312 535 + 0,004 951 - O000012 : 2,t17 471, was mit dem wohren Wert übereihstimml'

Füt y :2,317 wird k : _0,00? 2088';;d \ : ß;:'45194, wos in der leizten ziller um 1 zu groß ist. Beide Beispiele det

inversen lnterpolotion sind mit der Reöenmoschine berechnet worden, um die Genquigkeit der quodrotlsdlen lnlel-

poldtionindenvor|iegendenFöllenvorzulÜhren'Esistoberzuerkennen,doßdelRechenstqbolsHilfsmittel'Ür
Nebenreönungen oudr tei im Übrigen genoueren N4ethoden gute Dienste leisten konn'

Die pythagoreisdren Skalen 1/1-X2 . - V1-Y2 und ,X2-1 ' ' 11 +Y
Die belden pythqgoleirchen skqlen enthollen im verein mit der Hquptskolo bildlidl die seilenverhöltnlsle ln ledrt'

winkllgen Einheitrdteied(elr' 
koro zu einer Koordrnqre des Einheitskreises die

Die Krel$kqta yt-X" '"yl-V gibt ln Verbindung mit'der Houptsl

ondere Koordinote qn und dqher zum sinus des iugehörenden winkels den cosinus und umgekehrt. Die Koordinoten

desEinheitskreisessindKqthetenvonEinheitsdreleckenmitdenHypolenusen:l,d.h.vonHypotenusen-Einheitsdrei-
ecken.

oi. nyp.ru"troto yya . . ylaz gibl in verbindung mil der. Houptskqlo zu einer Koordinole der Einheitshyperbel

die ondere Koordinote on und dohJr zum Tongens des zugehörenden Winkels den Secqns und umgekehrt Die Koor-

dinoten der Einheitshyperbel sind eine Kothete und die Hypotenuse von Einheitsd.eiecken mit der dnderen Kothete --
1, d. h. von Kothelen-Einheitsdreiecken.
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V

Do die pylhogoreischen Skolen wie ouch die skolen der tronszendenten Funktionen ouf einer oder ouf beiden Sei-
ten qbgeblochen werden mÜssen, so können extreme Verhöltnisse mit dem Rechenstob nicht in direkter Weise be-
redlnet werden. ln diesen Fällen zieht mqn die ous den betrelfenden unendlichen Reihen gewonnenen tihetung3.
lormeln herqn. Für kleine werle von x genügt meistens eine lineore oder eine quqdrotische Beziehung zwischen der
unqbhöngigen und der qbhöngigen Vorioblen.

ln mqnchen Fdllen rogl der benöligte Bereich des verstellten Schiebers röumliö über den mit ihm gekoppelten Bereidt
der pythqgoreischen (oder quä onderer) Skolen hinous; verdoppelte oder holblette werte des g"glb"n"n Dreiecks mit
zu holbierenden bzw. zu verdoppelnden Ergebnissen führen donn meistens ohne Schieberumstellungen zum Ziele.
Die {olgende zusommenstellung zeigt die gegenseiligen Beziehungen zwischen den pythqgoreisdren Skolen und den
Hduplskolen in der Schiebergrundslellung, wenn mon die Ausgqngsgröße ouf einer der Skqlen gleich z setzt. Der
Wqrt dieser Zusommenhönge bestehl nicht nur in der direkten Verwendborkeit, sondern vor ollem in der hohen Ge-
nquigkeii der Ergebnisse.

Die trigonometrischen und zyklometrischen Skalen sin xs . . arc sin y und XE . . arc tan y
Die beiden trigononet.is(ten und zyklometrischen Skqlen enthqlten in Verbindung mit der Hquptskqlo die Wlnkel.
lunktionen und Winkel, die in den rechtwinkligen Einheitsdreiecken unmittelbor verqnschoulicht werden.

l.ryt=r-

v;
'lV x

rlv

l/r-:F

lFa
l-22

tlQ-.2)

t lt/r--ni

fiTtia
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t
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tlo

a

r';
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fiTj.
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lon x 0

'lV4 t

y0
/T;t I

sin r

Rechtwinklige Einheilsdreiecke im Einheitskreis
und an der Einheitshyperbel, mit gleichen Win-
keln.

Die Skolen dieses Bildes sind nicht logqrithmiert

Auf dem Rechenslob sind die Wlnkellunktlonen gegenüber den
Winkeln insofern bevorzugt, ols mon die Funktionen zwecks
Weiterredlnens qul die Houptskolo projizieren konn, wöhrend
die Winkel nur qbzulesen sind. Dies hot seine Beredttigung,
weil selten noch Winkeln gelrogt wird, höufig qber nqch Aus-
wirkungen für beliebige Winkel. Entspredlendes gilt ouch tür
dos Argument der hyperbolischen Funktionen.

Wöhrend in der Molhemqtik für die Winkel dos dogenmoß dos
nqtürliche Argumenl ist, erscheint der Neugrcd bzw. der rechle
Winkel ols dqs geeignelste künstliche Argument lür die Aus-
redrnungen. Dos nqtürliche Argument der trigonometrisöen
und der hyperbolischen Funktionen ist ott mit dem Fqktor r/2,
2't oder n versehen, so doß sidr der rechle Winkel oder ein
gqnzes Vieltqches unter Fortfoll des n-Fqklors von selbst ols
Einheil ergibt. Beim Molhemq-Stob ist desholb die Teilung der
genqnnten Funktionen in Neugrod vojgesehen.

Die Skolo sin Xs..200:n.orc sln Y (obgekürzt ssin Y) höngt
mit der Kreisskqlq eng zusqmmen. lnlolge der gemeinsomen_
Houptskolo isl Y - y'1-Xr: sin Xs. Dqmit ergibl sidl /1-Y,: cos Xs und die Totsodre, dqß der Ldulerstrich Wertetripel
der beiden Kothelen des Hypotenusen-Einheitsdreiecks und
eines zugehörenden Winkels onzeigl.

Die Skolq tqn Xs . . 200 : r. qrc tqn Y (qbgekürzt sron Y) höngl
mit der Hyperbelskqlo eng zvsqmmen. lnlolge der gemein-
somen Houptskqlq ist Y: l,4C-1 : tqn Xs. Domil ergibl sich
y'1*Y, : sec Xs und die Totsqdre, doß der Löuferstrich We.te-
tripel der zweilen Kothete und der Hypotenuse des Kqtheten-
Einheilsdreiecks und eines zugehörenden Winkels onzeigt.

Die Kothere q eines beliebigen rechtwinkligen Dreiecks mit der
Hypotenuse c und der onderen Kothete b lindet mqn ous

d: y'c2_b2 : c y'1_(6lc)'.
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Mon stellt ouf dem Morhemq-Stqb gemöß der zweiten Formel Proportionqlitöt zwisdlen den Selten des gegebenen

Dreiecks und den Seiten des Hypotenusen-Einheitsdreie€ks her. Hierzu bringt mon y : c on den Endstrldl 1 der Skold '

y, nörigenlolls on den Endstriö O,'1. Mir dem Lüuferstriö ouf y : b ergibt sidr ouctr Y : b/c, lerner y'1-(b/cP oul der

Kreisskolq und der Winkel ß qul der sin,. orcsin-Skolo. Durch die Ubertrogung des Betrqges y'1-(blcl2 von der Klels'
skolq out die Y.Skolq mittels des Löulerstrichs tindet mqn oul der y-Skolo bei unveränderter Sdlieberslellung die 9e-

suchte Kothete /c'-bt und out der sin., qrcsin.. Skqlo den Winkel c.
lm Schemo ist der Rechenvorgong schrittweise dqrgestelll

vll "b l/ffi v

Y

t/8,
ssii Y'

Yll I b/c

t/ffi ll o r'i4lF
ein Xs ll roo P

: 6,78; b - 4,56; q: 5,02; q : 53,0s; sin vers 40s : 1-cos 40s : 0,1910Beispiele: c
15 6 15,75 75,8 sem 40s : (1 -cos 40s)/2 : sin, 20s : 0,0955

15 '1,5 14925 93,6

AusdrÜcke wie y'd,-c2-bc berechnel mon durch Wiederholung der Rechenschritle.

Beispiel: y'987'-65 42-a212 : 666.

Die Hypotenure c eines beliebigen rechlwinkligen Dreiecks mil den Kqlheten o und b lindet mon ovs

"- 
y'oz I br: oy'1 * (b/o),.

Es sei q>b. Mqn stellt quf dem Mqthemo-Stob gemöß der zweiten Formel Proporlionqlilöt zwisdlen den Seiten des
gegebenen Dreiecks und den Seilen des Kotheten-Einheilsdreiecks her. Hierzu bringl mon y : o dn den Endstridl 1

der Y-Skolq, nötigenlolls qn den Endstrich 0,1. Mit dem löuferslrich ouf y : b ergibr sich quch Y : b/o, terner y'1 + (b/q)t

quf der Hyperbelskolo und.der Winkel F ouf der lqn.. orcton-Skqlo. Durch die Uberlrogung des Betrqges V1+(b/al'
von der Hyperbelskolq ouf die Y-Skolo mittels des Löulerstridrs lindet mqn qul der y-Skolo bei unverönderter Schie-

berstellung die gesudtte Hypotenuse /o! + br. lm Schemo isl der Rechenvorgqng sdlrittweise dqrgesiellt.
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toa xc

vF=
v

Y

50

r'2

a

1

r'a+fr
{IT6I;F

Stan Y

lr+w
v

Y

Beisplele: o: 6,78; b:1,56; c:8,17; F:3]J-s
15 6 16,16 21'2

15 l,s 15,075 6'35

Ausdrücke wie y'q, + r, + c, berecttnet mon durö wiederholung der Redrensdrritte, Beispiel: l/9J7! + 6512 I 5212 :1227

Dq mon mit der gleidren raut.r"t.ririg 
-"ä-xg 

uia .o" Xs erhöIt, so kqnn mon von dem einen wert zum qnderen Über-

gehen entspredtend den Ausdrücken Jos qrc sln y und sin qrc cos Y, ohne erst den winkel lestslellen zu mÜssen Fer'

ner konn mon jeden der ueioen w.rie, -i"rn ", 
größer qls 1/1/2 ist, 

",vl 
der Kreisskdlo genquer ols oul der Houpt'

skqlo erhqlten,lndem mqn sin Xs : cos (100-xs) bzw' cos Xs: sin (lot)-Xs) setzt'

DqmonmitdergleichenLäulerstellunglqnXsund'eGXserhöll'sokqnnmonvondemeinenWerlzumqnderenÜber-
gehen entsprechend den ausdrÜcken s-ec qrc tqn Y und ton qrc sec Y, ohne erst den winkel leststellen zu mÜssen Fer-

ner kqnn mqn sec xs qul a.t nvp"ii"rtfof" genouer erhdlten ols ous cos xs qul der skqlo 1/y'

Die Bezlehungen zwlschen den tlf go*;J.'"Jlt." Funktionen mil ,einlodren, 
doppelten und hqlben Winkeln und die

dqrous zu gewinnenden otgeOroisjen Funktionen sind ouf Seite 30 zusommen mit den verwqndlen Beziehungen zwi-

sdren den hyperbolisdlen Funktionen tobellqrisdl dorgeslelll'

Die exponentiellen Stammfunktionen ex" und ex und die logarilhmischen Umkehr'

funktionens ln Y und In Y
Die stqmnfunktion eXe wird qul dem logqrithmischen Redlenstob durch eine gleichmößig geleilte skqlo ddrgestelll'

;;; t";-;;h;, lür'eine beliebige Erweiteiung des Bereidrs geeignel. Die zu den verschiedenen Dekoden der Houpt-

skolq gehörenden Stulen der exg-Skdlo Unlersdleiden sidl nömlich nur durch gonze Vielfqche von 200:ti'ln 10 ols

ddditlve Konslcnte,
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n .200:n.nln'10 n 200i'r.nln10 n 200 : n'n ln t0

7 1026,1@ 854s
I 1172ß9695as
9 1319281O72s

1 14,587 119s
2 29a,174 2t8s
3 139,761357s

1 586,518 476s
s 732,935 59se
6 879,522 715s

Um die oddiiive Konstqnle wenigstens für die ersten 8 stufen qul einen runden, zum Koptredtnen geeignetEn wen.
nömlidr qut 140s zu bringen, isl der Löufer des Mqthemo-stqbes mit entsprechend veraetrten Mcrken varsehen; der
Löuferrond ist donqdt beschriftet.

Die slellenzohl des Ergebnisses von exs im Bereidte der Houptdekode der Y-skqlq wird durdt Multlplikotlon des Ab-
lesewertes mit der bei der oddiliven Konstonte ongeschriebenen Zehnerpotenz erreicht.

e0.5' = ei00e:4,81; MT (exs) SK 10Os / y Sk 0,48.1 .10: a,81

e-0,5' - e-r00s:0,208; cst: V1N1e*q) Sk,l00s / 1/y Sk 2,08 .10-r : 0,208

e3' : e60os : 1,239 .10a; v lfile"s) sk 40s / y sk 0,1239 . 1os

s-32 : e-600s = 8,07 .10-s; Gsr: v ]fi1exs1 Sk 4Os / Vy sk 8,07 . 10-5

Eroo : gzooo9: e1465,87 + 439,76 + 14,36 : 4,1 .1010+s

tvt T 1ex 
s I sk 91,36 / y sk 0.a4 . 10 : 4,4

ffiZZSn :1"rr + e-22s ) ;2 : 17,,t35.+ O,O1S :1i.1?

stonh 0,99996 ..- 4,,0 tn V( -4,99996, | (1 . 0,99996) - -
esr:fr.st2/M{611exq1 sk 1,01;4 (4,4+ 1,01) - z4t,ss

ff n 1[t'wt :3aa,5n

e0,1', sin 409: e20S,sin 40S:0,g05

la !0 1e*s) sk20s/Ysk 1,37; y sk1/ sin Sk los lt y sk1,57 / y sk 0,805
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-..
e-0,1' . sin 40g : e-2os . sin 4OS - 0,429

Gst: Mf lexe ) Sk zos / Vv Sk 0,73; v sk1 / sin sk 40s // vsk 0,75 lY sk oA29

omp 60s : 2s iqn e60s - 100g : 2 '76,a5s - 100s : 52,7s

Gst: Vf 1e'e 1 Sk 60s / Y Sk 2,566; tlv Sk z,sdt t ton sk 23,65; 100s-2515s ': 76'35s

(oder einfocher: tonh Sk 60s / sin Sk 52,7s)

Die Skqlo lür die Stdmmlunktlin ex unterscheidet sich von der Skqlo lÜr die Funktion eXs durdr dqs ln notÜrlidlen Zoh-

len qusgedrÜckte Argument.

Do die exponentiellen und die logorithmischen Funklionen von gleidrer widltigkeit sind, isl der Mothemq-stqb sowohl

mit der Funktion eX.,ln y qls oudr mit der qnsdlließend besprodtenen Funktion In X..eY versehen. lnfolgedessen

kqnnmqndieeinsdllögigenRechnungenimmerdirektousfÜhren.EsistqbergegebenenfqllszUbedgnken,doßdie
abletegencuigkehen der wechselseiligen stomm- und umkehrf unktionen verschieden sind Mit zunehmgndem Exponen-

ten wöchst die Ablesegenquigkeit der exponentiellen stommlunktion ex, wöhrend die ddr exponentlellen umkehr-

lunktion ey obnimmt. Die beiden Ablesegenquigkeiten holten sich beim Exponenten 1 mit dem Ergebnis e : 2,718281828459

: Lß,3678791112 die wqqge. Enlsprechendes gilt lür die Ab lesegenouigkeil der Logoliihmen'

Die qddirlve Konstqnte lür die versdtiedenen stulen der ex -skolo betrögl ein gonzes vielloöes von ln 10 : VM :

2J02585095 : lto A34294182.

n nln10 n nlnlon n ln10

1 2,30?585095
4,60s170186

I 9,210348572

5 11,512925465

6 15,81s510558

7 16J18095631
I 18,120680744

9 20,7252658575 6tO7755279

um die qdditive Konstqnte tür mehrere Stufen ouf den Wert 2,2 zu bringen, ist der Löuler des Mqthemo-Stobes mit ent-

sprechenden yerret:ten Mqrken versehen; der Löuterrond qn der vorderen sdlmqlseite ist dqnqö besdlriftel'
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r
Beisplele:' 
ln yi'-0,83x: ln 0,558 : - 0,58,1; Gsr: y'1 -)p Sk O,8j / y Sk 0,558; 1/y Sk 0,553 / M ö (ex) Sk _0,58I
ln cos 40s : ln 0,808 : 

-0,212; Gst: sin Sk 6Os / y Sk 0,808; rly Sk 0,808 / Mä (ex) Sk _0,212

ln sec 4Os - rn ;lr" : ln 1,238 : 0,212; Gst: sin Sk 60s / tty Sk 1,258: y Sk 1,238 / M ö (ex) Sk .0,212

ln sinh 40s: ln 0,67: -0,4; Gsr: sinh,los / y Sk 0,67; tty Sk 0,67 / Mö (ex) Sk_0,4
ln l7,Olp-l : tn 0,285 : 

-1,25g; Gsr: /xr-l Sk 1,04 / y Sk O,2gS; lly Sk 0,285 / M,i (ex) Sk _1,255

ln rqn 50s : ln 0,51 : -0,6t4; Gstt ron Sk 50s / y Sk 0,51; r/y Sk 0,5i / Mö (ex) Sk -0174
ln ton 7Os - tn cor 5Os : ,"# : 0,674; Gstt ron Sk 30s t tty Sk 1,96; y Sk 1,96 / Mö(ex) Sk 0,674

ln cosh 40s : ln 1.205 : 0,186; Gst: 0,1 cosh Sk 40s / Mö (ex) Sk 0,186

e' : 7,39; V 1i (ex) Sk 2 I y Sk O,ta9 . 10

e-z : 0,1355; Gsr: M ä (ex) Sk 2 I rty Sk 1,553 . 10-1

s4 - s2,2*1,8: 54,6; M ?A3 te,.) St i,g / y Sk 0,546. 10,

e-4 : e-2,2 - 1,a : 0,0189; Gst: M ?ö3 (elr) Sk 1,9 I tly Sk ,l,ga . 1O_2

ell - e8,B+2,2 : 59900; M log (ex) Sk 1,S / y Sk 0,599 .10!

e-11 : e{,s-2,2: 0,0000,167; Gst: Vf$/(ex) Sk i,8 / lty Sk,t,6t.10$
e100: ee2,1d] + 7,8s2 - 2,69. ßa3; M f69 1ex1 Sf 1,297 I y Sk 0,269.10.
or sinh 0,6: ln (0,6 + r'l +On: ln (0,6+ 1,166) : ln 1,766: O,869

Y Sk 0,6 / y'l +* Sk 1,166; y Sk 11,166 + 0,6l / M;[ (ex1 Sk 0,569; (oder y sk Q6 / sinh sk,6,25s: 0J69)
or tqnh 0,6 : tn rzii + 0,6) : (1 -0,6) - 0,695

vx sk1,6 / fi Sk 0,1 rl vskl r ysk 2; ysk 2/Mö(ex) sk 0,695 (oder y sk0,6/ ronh sk,{.t,re :0,695)



Die logarithmisdren Stammfunktionen + ln X und die exponentiellen

Umkehrfunktionen etY
Für die logqrtthmischen Stqrnmlunktionen und exponenllellen Umkehrlunktionen besitzl der Molhemd-stob zwei drei-

srulige Grrippen von Skolen, Y : t ln X fÜr positive und negotive Logorithmen, etY lÜt direkte und lezlproke Poten'

zen von e.
Mii den logqrithmischen Skoten erhölt mon nicht nur die zugrundegelegten notÜrlichen Logorithmen ouf der Y'Skqlo,

sondern qudr die logq thmen.ru einer bellebigen Bosl3 q. Hierzu stelll mqn einen Söieberendsltich dem Weft o ouf

der togqrithmlsdren Skolo gegenÜber, denn es muß sein
sloE o:1.

Die Logorithmen zur Bqsis o unterscheiden sich von den notÜrlichen Logqrithmen durch einen konstonten Fqktor, den

Modul 
Ma : r/ln q'

Von Bejeutung isl der Modul des dekodischen oder Briggs'schen togcrilhnrÜt M : 0,'1345'

Beispiele: lolog 2 : lg 2 : 0,501 lg 10 :x.
Dos Potendeter einer Zohl o mit dem Exponenten m qut dem Rechenstqb konn so erklärl werden, ddß mon ouf der
y-Skold m ln q bildet und hierzu den Numerus ouf der eY-Skqlq outsudrt, entsprechend der Beziehung

lnqm-mlno.
stott dess'en konn mqn ober oudr den Numerus zu m alog o von der y-skqlo ousgehend bestimmen. Dqß dies dle

Regel ist, wird dodurdr olfenbqr, dqß m(In die Y-skolq hier gor nidlt benöligt und weder ln o noch m ln o obllest'

Ftir dos Rqdirleren gilt dqs Vorstehende mit l/n : m.

Die folgenden Schemqs sind so ongelegt, dqß Sdlleberumstellungen nidrl nötig werden'

-ln X ll 'la '/o- e-Y
\v

eY

Yy ll m I

,l ll l* :-

J" X ll 11" r/.r/r e-Y
tlv
v
cY

'lv ll rln I
vll nl

Inx ll . rr/!
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Beispiele:
1,0520 :2,655; 10 ln Sk 1,05 I y Sk1 /l y Sk2l0,1 ln Sk 2155
0,95P0 : 0,5585; I0 ln Sk 0B5 / y Sk1 // y Skz / -O,1 ln Sk 0,5585

tt0,5 : O,8705; -0,1 ln Sk 0,5 / y Sk 5 // y Sk1 / -ln Sk 0,8705
23156,7 - 106,7.1s?345 - 106,7.3,37 : 1022+0,58 :3,9.10?2
y Sk 0,1 / 0,1 ln Sk 10 // 0,1 ln Sk 2315 I y Sk 3,37;
6,7 3,57 : 22,58; y Sk l / 0,'l ln Sk 10 // y Sk 0,58 / 0,1 ln Sk 5,8
ln (246 . 1Oa) ' h 246 L 8 ln 10'- 5,51 l- 18,42 : 23,93
0,1 ln Sk 246 / Y sk s,s'l; 0,1 lnSk10/ySk1ilySk8/YSk'1812
er6: (e7,s), - 1810!: a,27.106; y Sk 7,5/0,1 tn Sk 1810;
Y Sk 1810 / y'x Sk 3,27 10ß

esin4os: 1,8t sin Sk 40s / ln Sk 1,8
(ln 10), : 5,3; 0,1 ln Sk 10 / y'x Sk 5,3
ln (1n10) : 0,855; 0,'l ln Sk10 / Mä (ex) Sk 0,835

Die beiden Gruppen der logdrithmischen Skolen weisen
Zohlen oul, die einonder rezlprok sind. Die Angoben sind
tür Werte von e>X>r/e qenquer oblesbqr ols oul der
y-Skolo und r/y-Skolo, und zwqr um so mehr, je nöher die
Zohlen bei 1 liegen.
Beispiel: 1/'1,01254 - 0,9878'1.

\4V

Y

,n:7

Die Hyperbelf unktionen und ihre
Umkehrungen
Die Skqlen lür die Hyperbellunktionen sind quf der Rück-
seite des Schiebers qulgetrogen. Wig bei den onderen
Schieberskolen und wie die Bezeidrnung der Verönder-
lichen mit x und y quch ongibt, beziehen sich die Werte oul
die y-Skolq.

Hyperbeltunktionen
Die Skolen dieses Bildes sind nicht logqrithmien
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Beispiale: sinh Ol r/2 : sinh 60s - '1,088; 0,'l siih Sk 60s / y Sk 1,088

lonh 0,4 n/2 : tonh 40s : 0,557; tonh Sk 40s / Y Sk 0,557

ssinh 0,2 : 12,65s; y Sk 0,2 / sinh Sk 12,65s

cosh 0,5 | : cosh 50s - 1,325t o,1 cosh sk 50s / y sk'1,a25

$ or sinrr 2 - ssinh 2 : 91,9s; y sk 2 t 0,1 sinh sk 91,9s

ln cosh 50s : ln 1,525 : 0,281; Gst: 0,1 cosh sk 50s / M ä(ex) sk 0,281

Do cosh x: yf + sinfr" x is1, so lindet mqn die Werte von cosh x lÜr kleine .Argumente mit Hilfe der sinh-Grund-

stulenskolq und der Hyperbelskqlo t4 + Y, genouer ols mitlels der cosh-Skolo. ln entsPredlender Weise ergibr sidr.

, sech x : 7f --lonfrz; fÜj Jldl. Werte von x fiit erhöhter Genquigkeit qql d-er Kle]It 
-l: 

/-1:Y '

Beispiele: cosh los: /1 + sinh'x : 1,0125: 10g - O,1571; ti'f YSk0,1 / rc'LV1 + Y! Sk 1,0125

scosh 1,0246 :0,223:14,2s; rc. t y'x'-l Sk '1,0216 lli'LY Sk0'112:11'2s
sech'l0s : yt - tontr" x : 0,9876; li.tYSk0,1 /re't/1 -Y' Sk 0,9876

ssech 0175 : 0,2225 : 11,3s; rc. i y1-a" Sk 0,975 / li' L Y Sk 0,'145

Mon könnte demnodl die Beziehung cosh x : t/sech x dqzu benutzen, nqhe bei 1 liegende Zqhlen in reziProke Zoh-

len zu verwqndeln; die Zuhillenohme der logorithmisdlen skolen 1 ln x gibt iedoö trotz grögerer Einfqöheit genou-

ere Werte.
Bei der Ausredtnung zusommengeselzter Ausdrü*e mit HyPerbeltunktionen beginnt mon mit det Ein3lellung del

HyperbellunhlolL
geispiete: sin 6tls .sinh 60s - 0.881; 0J sinh sk 60s / Y sk 1 // sin sk 60s / v sk 0,881

sin 60s : sinh 6ts : O,711; sin Sk 60s ,/ 0,1 slnh Sk 60s // y Sk 0,1 / Y Sk 0,7't5

Für Werte x 221s konn bei slnh und cbstr dqs Glied 5] verndölössigl werden Es gilt dqnn: sinh x - cosh x '= + '

sin 550s. sinh 350s : _ 7g,4; sin 550s : -sin 70s 
".i,

M,8o (e"s ) sk 50s / y sk 2 // y sk 1 / Y Sk 89,2t v Sk 89,2 i Y Sk 1 // sin sk 70s / v sk 79y'

"in'760s 
, sinh 260s : - 0,02725i sin 260s: -sin 60s

y sk l / sin sk60s /i y sk2./ Y skl,618; v sk-0,1 / Y sk 1,6182 r'a']$1e"s1sk 120/ Vv sk 0,02725

6i. Beriehungen zwiicften den Hyperbellunitionen mit eintochen, doppellen und hdlben Argumenlen und die dorqus

zu gewinnenden qlgebroischen Funktipnen sind zusommen mii den verwondten Beziehungen zwisdlen den trigongme-

trisÄen Funktionen tqbellorisdr nqdrstehend dorgestellt'
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lridonomelriachen

Betiehungenzwischenden hipetbollsdren Funltlonen

mlt elnlqdren, lnh doppehen und mlt halben Argument

ltTiy'Jta

Die oberen Vorzeichen in den vorstehenden Formeln gehören zu den trigonometrischen Funktionen, die unteren zu den
hyperbolisdren.
Mon erhält mit dem einldchen, mit dem doppelten bzw. mit dem holben Argument die ongegebenen Funktionen von z,
wenn in der gleichen Spolte der Wert der Ausgqngsfunktion tür dos einlodre Argument gleich z ist; z kqnn von einem
zusommengesetzten Ausdruck wie q/b oder Tolb usw. herrühren.
Mon erhölt die Beziehung einer Funktion mit einfoöem, mit doppeltem bzw. mit holbem Argument zur Ausgqngslunk-
tion in der gleichen Spolte mit einlodlem Argument, indem mon z durch die Ausgqngstunktion ersetzt. Die Ausdrücke

coa g
coh g

riu g
eiah 9

tqD .p

tarh g

ein 2q
rinL 29

co. 2g
coth 2 9

tal 2q
t.nh 2 9

l/tT""

tl ]t tl't ! |

zoVrTT

l+zzt

zzVt T z.

lElT""

|ryV,"+l

2"y'T6;;
2zt - I

2,y'1i+E

Uy'la - t

Uy'r - ""

t

2z-It",
l*rt
I-i-zt

2z

l+z'

t +y'r+ ',+ t +y'r; c

,

tATj

ll Vtlz. * |

+t+y'r+'.

1+Vr+,2
---.-----6- tt+/+

r/I.17,,

/TnJ+:l

+rF ,'

'r+tlvt!z'--__a-
Tr!y'tI,,

t
z

l*Vt*z'
\y'rtz'=t

Vlß-r'

l!22' --17 
- 

l
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' lqssen sldt in leidlt ersidttlidler Weise vereinfqöen, wenn mqn nur oul dqs dopPelle bzw. qul dos hqlbe Argumenl

ols Ausgongsgröße Wert legt, nidtt ober qul bestimmle Ausgongslunklionen dieser Argumenle.

Ein widttiges Beispiel lür die Anwendung vorstehender Beziehungen lst die goniönet sche Aullölung qu.tdrqlltdEl

Gleldrungen.

1 Y2 + ?dY _br:0.

Mqn setzt b/q : ton 2 p und lindet xr : t b ton e, xe : + b cot q.

2. x2!2ox * bt:0mltb<q.

Mon setzt b/q : sin 2 I und tindet xr : F b lon p, x2 - T b cot I,

Beispiele: * + 234x - 5670 : Oi a : 117, b : 75,2; xt : 22,1; xz : 
-256,1

Y Sk 75.2 / y Sk 1,17 ll y Sk I / lon Sk 56,56s; q : 18,18s

YSkl /y 75,2 ll ton Sk18,18s/ y 5k22,1; ySkl /Y Sk 75,2 ll lqn Sk 18,18e I t/v Sk 256,1

*+ 231 + 5670 = 0; o:117t b:75,2; \: -27,1; xz= 
-2O6,5

Y Sk 75,2 / y Sk 1,1f ll y. Sk 1 / sln Sk 4,1e; p : 22,2s

y 5k75,2 lYSkl//ronSk22,2slySk27A;ySk1/YSk7s,2 ll tan Sk 22,2s / l/y Sk 206,5
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f (r) t (x)

des Mathema-Stabes
/t (x) ax

' mxm-l

-xl V1-\2
xlVl+x'
xl y'*-1
ex
1lx
cos x

' 
-sin t

secl x

-cosecs 
x

,sin x/cosl x

-cos rsint x

1/V1-x2
4/fi=

1/ (1+xr)

-1l (1 * x:)
cosh x
sinh x
secht x

-cose.chsx
-slnh x/cosh2 x

-cosh x/sinht x

xm

v1-r"
V1+x2
l/xz-l
ex
lnx
sin x
cos x
ton x
cot x.

sec x

cosec x

qrcsin x
qrccos x,.
orcion x
orccol x
sinh x

cosh x
ldnh x
coth x
sech x

cosech x

xm+1/ (m+1) + C
0,5 \. l/1-* + 0,5 orcsin x + C
O,sx 1/1+x2 + o,s.orsinh x + C
0,5\ l/xr-1 - 0,5 o.cosh x + C
ex+C
xlnx-x+C

-cosx*Csinx+C
-lncosx+Clnsinx*C

t" f/ t-t "ln} 'c tn ton ('rl,i I xl2l + c : or omp x * C/ 1- sin x

_rn l/1 + ,o.j + cI 1-cosx
xqrcsinx+/1-.x,+C
xqrccosx-;y'l-x,+C
x orcton x - ln y'l+x: + C
x orccot x + ln y'1+x'+ c
coshx+C
sinhx+C
lncoshx+C
lncoshx+C
2 qrctqn ex + C

- omp x +.r/2 + C

-rn l/!9$tra1+ cl' coshx + 1

r (x) /t 1x1 axl'(x)
1/1'/x2 + 1

r'x'-1
1/ (1-xz1
1/ (1-\2)

orsinh x
orcosh x
ortonh x
orcolh x

x orsinh x - /xt* l * C
x orcoshx - Vxr-1 + C
x ononh x * ln Yt-;1r a q
x orcoth x + ln y'xt--1 + C

52



Potenzreihen der reellen und der komplexen Elementarfunktionen (z = x + iy)-

1y'l+z : > (t;t) - : 1 + zl2 - z2l8 * z'/'t6 - za/25ß + 23136,5i14t - l,8148,76190 + . , '

m:0

laEl :{i> 1-r1. (0j) lr' : t/41 t 1/22- 1/82'! 1t16zs - 1t25,62a ! 1tr6,571L26 - "')
m:0

lzl <

. lzl> 1

lzl < ."

lzl < 1

lzi < "".

e2 : ) znln! :1+ z+ z'12+ ztl6 + 2q21 + z61120 + zGnz\ + z?504O + z3l'f0520 + "
n:0

tn(i+rr- 3 t-tl"-t znln: z-*.!2 + z'/t-z^11 + zils-2016 + zln -*/8 + *19 -zroll0 
+ "

n-1

:lla: :3 ,* 1ln z2n+1tl2n* 1)t : z + zst6 + ..6/120 + zzltolo + 41362880+ z1tß9 916880 + "
n:0

:::r: :i {T t)nrrn4zn)t :1* z2/2 + 2.t21 + z6t7,2o + zst1E32| + ztolS 628800 + zltt 179001 600+.. lzl <

n:0
tt' 

l:lr: :3 t+ ,.'n-1 22n(22.-1)g2n 7zn-r1'12n11 - z!2,ß+ z6tr,s ! 27t18,s2941 + z'/4s,72581 ! zttt112,g&62 +..
t4<

n:1

:3 t+ 1ln22nB2nz2n-11(2n)l: 1!21 zl3 - zil15 + r.61172,5 - 2711725 + 2c116777,5 - zttll62o2o9 + "
lzl <

n:0

nl2

ta,

col r
colh z
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:::- I :> (+ 1rn E2n z2nl(znrl : 1 ! z./2 + zt/1,8 ! z6/11,s0528 + zs/29,11191 ! zßn1,g27s6 + ..lecn t
n =0

:::::r::> (+ 1'tr e2i-2' B2nz2n-1t(2nlt : 1tz t zt6 + z3/51,12857 t z6/487,7119a + 27t4762,20472 !..
n:0

ltl < nl2

lzl ( r

lzl <

.@

:l:ltil: -r1 ) 1t tln 1Zn-t llt z2n+1; (2n + 1) (2n)I: z!zs/6 + zr/1a,33333 ! z7/22,4 + zcß2,91129 ! z1V4ß9811
lzl < 1n:1

atrccos t - n/2-arcsinz

crcoshr: ln2z-2 (2n-1)!!/(n.22n+1n!zzn): ln 2.--11122.- 1110,6666721 - 1/1g,2f - 1/29,257112s _.. lzl > 1

n:1
€*

:) (- 1ln z2n+11(2n * 1l: z + zrß + 2615 + z?/7 + zslg * z1t/11 * 7ts11gJ 4a115..

n:0

qrclon z
Ofiqlth z

atccolz:qrctonl/z
qlcolh r: ottdnh rlz

qlctect:qrccosl/z
qlte.hz:orcoshrTz
qfccotecz:qrcsinl/z
€rcoiech r : qrsinh Vz

(2n)!l : 2.1.6 . . ,2n
(zn-l)l! : 1.3.5... (2n-1)

Die Besdrrtinkung oul die ersten Glleder der potenz-
reihen ergeben Nöherungslormeln tür die Funktio-
nen bei kleinen bzw. groBon Argumenten.
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Koinplexe Funktionen, konforme Abbildungen und ebene oilhogonale Koordlnaten-

sysleme

,,1

z:x*ly
t:lzl-11)!+y'
I-qrgz:qrctonY/xt2nm
z : r(cose * i sfnpl : ttte: tlzch lEuler)

ez:ex(cosy+isiny)
cosq: (eie + e-ie)/2
sin I : (ele -e'ie)/21
sin ix : i sinh x

cos ix : cosh x
'tonix: itonh x

cot ix - -i coth x

sin z : sin xcoshY +

- +lcos x sinh Y

cosz: cosxcgshY+

-i sln x slnh Y

' sin2x l- I sinh2Yronz: -;;tt + -cosh2t

sln2x - I sinhzYcotz 
=;o!rt + coshzt

x-lzl cosq

y: lzl sin I
11 : gonze Zohl

zn : rn (cos n q + I sin ne) :
rn eine= rn lzn e/ r (Moivre)

lnz:lnlzl +iP
Ln z : (ln z)m:o
sinh ix : i sin x

cosh ix : cos x

tqnh lx : iton x
coth ix : -i cot x

sinhi : sinhxcosy +
+l cosh x sln Y

coshz : cosh x cosy 4
+l slnh x sin Y

g!h4l-!g2Y
cosh2x + coszy

slnhzx - i sin2y
;osh2x = aott

tonh z

coth z
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. orcsin iz: i qrsinh z - iln (z + 1/1+22!-

orccos iz ::_i orcosh lz :-ti ln (z + V1+22]. + nlz

' orctqniz: iortonh z: ilnlE'"'li1-t
orccot iz -- -l 

qrcoth z : -i ln1/4. I z-1

orcsin z : -l orsinh iz: -i ln (iz + ,/7-721

orccos z : -l orcojsh z - t-i ln (z + i V1-z\

orccot z .' i orcoth iz : -t "l/F,
'.

Für eine qnolytlsdte Funktlon Z : l.(z) : X1r, t, + lY (f y) g€lten die Cqudry.Rlenqnnsöe Differertioli;leidtung. 8X öY öX bY- -_-:öx öy öy öx

6rX Itx_ _-L

Exr I öy,

Elne qnolytisdte Funktion Z : f(z)
umgekehrt:

X (x; y) und Y (x, y) sind hormonisdre Funkiionen.

Die konforme Abbildung eines orthogonolen Koordinqtennelzes ergibt wieder äln orthogonoles KoordinqtennFtz.

; ö,Y . ö'Y
tF*öy" - o

vermittelt zu einer Kurve der,z-Ebene eine kontorrnj Abblldutg in der Z-Ebene und



Parabolisc,he Koordinaten
Z: z2

Die Z-Ebene hot zwei Riemqnnsche Flüchen mit den Yelrweigung3punkler| Z : O und Z : -; in diesen :lngulören

Punklen isl ( (Zl : O oder - oo.

X*iY:x2-y2+zixy
Yr: 2v lYll-L konfokole Porobeln tÜr y : c'
Y2 : 2x Vxz - X, kon{okole porobeln fÜr x : c
Reig= r2e2ie, Polorkoordinoldn mit Yerdoppeltem Argument.

Polarkoordinaten
Z-ez
Den 4 Porollelslreifen von der Breile n/2 fÜr y : I 6;" t -
die unendlich viele Riemqnnsche Flddlen hot.
X*iY-excosy-iexsiny
Y1 : X lon y, Geroden durch den NullPunkt fÜr y - q.

Y2 : Ve2x -X!t Kreise um den Nullpunkt lÜr x : c.

Reip:ex.elY
R:ex

Transformation durch reziproke
7:1lz
X*iY-x/rg-iylf

Radien, lnversion

x + ry: Vß. + xltz + i Vß-X:tl2
Yr : Y/2x, gleidrseitige Hyperbeln tÜr Y : c.

}/2 - l,x2-X, gleichseitige Hyperbeln lür X : c.

1Eie - y'{ ev/2, Polqrkoordinoten mit holblertem
Argument.

z:lnZ
2n der z-Ebene entsprechen die 4 Ouodronten der Z-Ebene.

x+iY:lnR+iq
yl : orcsin Ye-X t 2'[m
y2 : orccos Xe-x t 2nm
r (cos9-F isinv) : ln R + i9
r : /(tn R)r + !s
q - qrccos ((ln R)/r)

z: 17

z : 'llZ

Yt: -1/2y + V1/1y, - Xz, Kreisbüschel lÜr y - c, die reelle Achse berÜhrend; Dipol.

Yp: + yxk 
-X2, Kreisbüschel lÜr x : c, die imoginöre Achse be.Ührend; DiPoL

Re ip : l/reie
R : 1/r, spiegelung qm Einheitskreis.
I : 

-e, Spiegelung on der reellen Achse.
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Ellipliscfie Koordinalen

KontokoleEllipsenundkonlokqleHyperbelnmitdenBrennpunkteninZ-*1bzw.Z:ti,

z : sln z; x?coshry + Yrlsinhry : 1; y3/sin2x _ yrlcosrx : 1,z: cos zi )€/cosh2y + Yvsinhry : 1; x2lcoslx - \e/sinrx : 1.z : sinh z; -xvcos,y + Yvsin'y : 1 )c/sinh,x + yrlcosh,x : 1.
Z : cosh z; ' )G/cosry - Yrlsinry : 1; xr/coshrx + yrlsinhlx : t.

Die Bilder der Koordinoten fi,r z : sin z, cos z und cosh z stimmen miteinonder überein (Brennpunkte in Z : +,1), die
de. Koordinqten Iür Z : sinh z sind hiergegen um 1L gedreht.

Übertagerung des kartesisclren und des reziproken Netzes, Dipol im geraden slrom
Z: z +'l/z; iZ: iz-1liz z:0,52 + yO,ZS Zr-1
X + iY : x + xlr2 + i (y - y/t2,

: lt +'lhl cos q + i (r-1lr) sin q

Die kortesisdren Koordinoten der z-Ebene ergeben in der Z-Ebene dqs Bild der strömung um den Einheiiskreis (Strö-
mungslinien und Äquipoteniiollinien), ebenso dos Bild der Strömung im Einheitskreis.

Der Einheltskreis der z-Ebene geht in die Gerode von X : -2 bis X : +Z der Z-Ebene über.

Die qnd€ren Kreise um den Nullpunkt der z-Ebene ergeben konlokole Ellipsen in der Z-Ebene mit den Brennpunkten in
X : t 2, wöhrend qus den Gerqden durdr den Nullpunkt der z-Ebene kontokole Hyperbeln in der Z-Ebene mit den
genqnnten Brennpunkten werden.

Kreise durö die Punkte z : + 1 gehen in Kreisbogen der Z-Ebene Uber.

Kreise durch den Punkt,.z: -1 mit dem Punkt z: +1 in seinem lnnern gehen in loukowski-Trogllügelprotile über.
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Quelle und Senke gleicfier Slärke, Bipolarkoordinaten

Z - tanhzlz z: ln(Z'l 1)-ln(Z-1) - ln

z - ln ('l + zl - tn (1-Zl : lnZ : colh z/2

z+1
z-1
1+Z
I -Z

Z : lan z/2

Z : cot z/2

Rl - I cosec y l. Kreisbüschel für y : s um X : 0, Y : + cot y durdt die Pole X : +'1.

Re : lcosedr x l, qpollonisdre Kreisbündel für x : c um X: + coth x, Y: O.

z:-i ln (1 I iz) Filn(1 -iz) : _jln1. I1-iz
z: -i ln (iz-1) + iln (iz+1): irn 'Jl]iz -1

R1 : lcoseö y l, opollonisöe Kreisbündel lüry:cumX:0,Y:tcothy.
R2 : lcosec x l, Kreisbüsdrel lürx:cumX:+coty,Y:0durdrdiePoleY:11.

Zwei Quellen oder Senken gleicher Stälke

z: r/ez+1 z: ln (Z-'ll + ln(Z+l) : ln(z'!-1)
x : 0,5 ln (R4-2 Rrcoszv + 1)

y = qrcton il'u. -"cos 211 - 1/Rt

Die Porollelen zur reellen Achse in der z-Ebene werden zu Hyperbeln in der Z-Ebene; sie gehen durdr die Pole X :
11, ihre Asymploten durch den Nullpunkt.

Die Porollelen zur imoginören Achse in der z-Ebene werden zu konfokolen Ccssini-Kurven in der Z-Ebene mil den Brenn-
punkten in X : t1; insbesondere geht die imqginäre Adrse der z-Ebene in die Lemnlskqte der Z-Ebene Über gemöß

der Gleichung R : /2 cos 20.
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