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Der logarithmische Universal-Rechenstab MATHEMA

von Dr.-Ing. Eugen Moeller, Darmstadt

Geschichte des Logarithmischen Rechenstabes

Der logarithmische Rechenstab verdankt seine Entstehung und Entwicklung im wesentlichen
der Aufstellung der Logarithmen durch Jost Biirgi (1607) und durch Lord John Napier (1614),
der Aufzeichnung von logarithmischen Skalen durch Edmond Gunter (1624),
der Verwendung eines.zweiten verschiebbaren Stabes durch Wingste (1627),
der Anordnung zweier gleichartiger logarithmischer Stdbe durch William Oughtred (1630),
der Erfindung des Schiebers in einem Stabkérper durch Seth Partridge (1657),
der Aufstellung doppellogarithmischer Skalen durch Reget (1815),
der Wiedererfindung des Ldufers durch Mannheim (1851)
und der klassischen Gemeinschaftsarbeit ,Darmstadt” unter der Leitung von Prof. Dr. Alwin Walther (1934).

Aufbau des Mathema-Stabes

Der Mathema-Stab ist fir die Anwendung in der praktischen Mathematik und fir die mathematische Behandlung der
Naturgesetze geschaffen. Zu diesem Zweck ist er als doppelseitiger Rechenstab (Duplex-Form) ausgefihrt und mit
allen elementaren Funktionsskalen so vollsténdig versehen, daf die Rechnungen tunlichst direkt und daher bequem
und genau durchgefilhrt werden k&nnen. Die Anordnung der am h&ufigsten gebrauchten Skalen auf der Vorderseite
des Stabes, die Einfihrung einer gemeinsamen Einheit fir die Argumente der Kreis- und der Hyperbelfunktionen, die
formelmé&Bigen Bezeichnungen der Stammfunktionen und ihrer Umkehrungen, die folgerichtigen Bezifferungen der Ska-
len, die groBen Skalenldngen und die Marken auf dem L&ufer erleichtern die Handhabung des Mathema-Stabes
wesentlich.

Die feststehende Hauptskala, auf die alle Ubrigen Skalen des Stabkorpers bezogen sind, wird mit Y bezeichnet.
Die bewegliche Hauptskala, auf die alle ibrigen Skalen des Stabkérpers bezogen sind, wird mit y bezeichnet.

Die beiden Hauptskalen sind, zur einfacheren Handhabung des Stabes, sowohl auf der Stabvorderseite (untere Gleit-
fuge) als auch auf der Stabriickseite (obere Gleitfuge) angeordnet und im Dekadenbereich (0,1 bis 10) besonders ge-
kennzeichnet.

Die Stammfunktionen sind mit f(X) oder mit f(x) bezeichnet, wenn sie auf die Hauptskala Y bzw. auf die Hauptskala y
bezogen sind. Hier ist demnach wie Ublich

Y
Y

I

f(X),
f (x).
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Die Umkehrfunktionen gehen von den Hauptskalen Y und y aus und werden mit f(Y) bzw. mit f(y) bezeichnet.

Um die Funktionen im praktisch wichtigen Bereich darstellen zu kdnnen, sind einige Skalen in mehreren Stufen aufge-
tragen.

Dem gleichen Zwecke dienen die Uber die Hauptdekade der Hauptskalen ‘hinausgehenden Skalenerweiterungen vie-
ler Funktionen. ; ¥

Die ebenfalls iber die Hauptdekade der Hauptskalen hinausgehenden Skalenwiederholungen einiger Funktionen
machen ein Umstellen des Schiebers von einer Endlage in die andere in vielen Fdllen unndtig.

Alle rechtsldufigen Skalen sind schwarz gefdrbt. Die riickléivfigen Skalen, das sind solche, deren Zahlenwerte auf dem
Rechenstabe von rechts nach links zunehmen, sind rot gefdrbt.

Als gemeinsame Einheit fir die Argumente der Kreis- und der Hyperbelfunktionen, die miteinander verwandt und in
den Formeln daher oft miteinander gekoppelt sind, dient der Neugrad. Zur bequemen Umwandlung von Neugraden
in das BogenmaB (Radiant) besitzt der L&ufer Einstellmarken fiir den Faktor a/2 auf den Normalskalen.

Die Kommastellungen bei den Zahlenangaben auf dem Mathema-Stab sind einheitlich auf die trigonometrischen und
pythagoreischen Skalen ausgerichtet; ausgenommen hiervon sind die Skalen mit eingeklammerten Funktionsausdriicken.

Die Bezeichnungen der Zahlenwerte sind zwecks guter Lesbarkeit und Ubersicht kurz gehalten.

Ein Punkt vor oder hinter einer Ziffer bedeutet, daf dieser Ziffer so viele Dezimalnullen vorangehen bzw. so viele
Nullen folgen wie die benachbarte kleinere ganzzahlige Zehnerpotenz angibt.

Die Skalen mit Ausnahme der fir eX bzw. In Y sind ungleichmé&gig geteilt. Insbesondere sind die Intervalle zwischen
den Skalenstrichen an verschiedenen -Stellen einer Skala verschieden grof. Einheiten im Denmalsystem sind nicht
immer in 10 Intervalle geteilt, sondern je nach dem Bediirfnis auch in 5 oder in 2. Die gegenseitigen Zuordnungen der
Skalenwerte der verschiedenen Funktionen werden in der Regel mit dem Hauptstrich des Laufers hergestellt. Am lin-
ken Stabende benutzt man mit Vorteil den linken L&uferstrich, am rechten Stabende den rechten, wenn es sich nicht
um die Skalen eX bzw. In Y handelt. Die Abstédnde der Lauferstriche voneinander entsprechen den Faktoren a/2 und /4.
Die Spalten der Recherbeispiele in dieser Schrift und auf dem beigelegten Zusatzstreifen sind in der Reihenfolge
der einzelnen Rechenschritie von links nach rechts geordnet und stimmen daher im allgemeinen nicht mit der rdum-
lichen Verteilung der Gréfen auf den. Skalen iiberein. Die fir die Beispiele bendtigten Funktionsskalen sind als teil-
weise Wiedergaben der Beschriftungen angegeben.



Theorie des Stabrechnens

Das Prinzip des logarithmischen Stabrechnens besteht darin, die mechanisch ausfiihrbare Addition und Subtraktion
von Strecken dadurch in die beiden h&heren Rechenstufen zu verwandeln, daff diese Strecken Funktionsgréfien im log-
arithmischen Mafistab darstellen.
Man erhdlt Multiplikationen und: Divisionen der natirlichen Zahlen, wenn auf den belden zusc:mmenzusetzenden Sko-
len die Logarithmen der natiirlichen Zahlen aufgetragen sind. Es ist

Ina+ Inb = Inab,

; Ina—Inb = Inab. : 7 _

Ausgangs- bzw. Endpunkt der einfachlogarithmischen Skala ist die Zahl 1, da 1 als Faktor ohne Einflug und In 1 =0 ist.
Die Skalen mit den Logarithmen der natirlichen Zahlen 'sind Normalskalen des Rechenstabes; diese sind Hauptskalen,
wenn die anderen Skalen auf sie bezogen sind.
Man erhélt Potenzen und Wurzeln der natiirlichen Zahlen, wenn die eine Skala eine Hauptskala und die andere eine
Skala der Doppellogarithmen der natiirlichen Zahlen ist. Es ist

In(lna) +Inn=In(n-Ina)=In(Inan,

In(lnay —Inn="1In(Yn-Ina) = In (In gl/n),
Ausgangs- bzw. Endpunkt der doppellogarithmischen Skala ist die Basis der Logarithmen, dd deren Logarithmus = 1
und dailogarithmus 1 = 0 ist.
Die Umkehrung des Rechenvorganges liefert die Exponenten

In(lnan) —In(lna) =In{lnan:Ina) = Inn,

In (In a¥n) — In(In. @) = In (In a¥n : In @) = In Yn.
Die Exponenten n und 1/n sind auch. die Logarithmen der Numeri an bzw. a¥n zur Besis a.
Im. allgemeinen besteht kein Bediirfnis nach einer Erweiterung des Stabrechnens etwa in.der Weise, daft zwei Skalen
der Doppellogarithmen zueinander addiert werden nach der Beziehung

In (Ina) + In (Inb) = In (In ainb) = [n (In bina),
Es genigt, daB diese und &hnliche Rechenarten auf dem Stab- mittels einfacher Schritte ausgefiihrt werden kénnen.

Dagegen ist es fir eine umfassende Anwendungsmdglichkeit 'des Rechenstabes in Mathematik, Physik und Technik
von Wichtigkeit, daf die elementaren und einige andere Funktionen auf dem Rechenstab enthalten und den Haupt-
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skalen zugeordnet sind. An den Funktionsskalen f(X) und f(x) kénnen nach ihrer Projektion auf die Hauptskalen oder
auf die Skala der Doppellogarithmen alle h&heren Rechenoperationen vorgenommen werden entsprechend den Be-
ziehungen:

In £(X) + In f(x) = In (f(X) - f(x)),

In f{X) — In f(x) = In (f(X) : f(x)),

In (In (X)) + In f(x) = In (In f(X)fx),

In (In f(X)) — In f(x) = In (In f(X)1/fx)).
Auch die Beziehungen zwischen den Funktionsskalen sind von Bedeutung. Beim Ubergang von einer Skala f(X) auf
eine Skala f(Y) findet man die Funktion f(X)fM , indem man die GréBe Y durch die Funktion f(X) ersetzt.
Das gleiche gilt fir den Ubergang von einer Skala f(x) auf eine Skala f(y).
Beim Ubergang von einer Skala f(X) auf eine Skala f(y) Ist f(X) noch mit dem Faktor zu versehen, der gegeniber dem
Endstrich Y = 1 auf der Hauptskala y steht.
Entsprechendes gilt fir den Ubergang von einer Skala f(x) auf eine Skala f(Y); der Faktor von f(x) steht gegeniber
vony = 1 auf Y.
Mittels der Marken auf dem L&ufer kénnen beim Ubergang auch n-Fqkioren eingefiihrt werden.
Wegen der Zuordnung der Funktionsskalen zu den Hauptskalen sind sle wie diese logarithmiert. Man &8t jedoch die
allgemeine Logarithmierung bei der Bezeichnung der Skalen und ihrer Zahlenangaben der Einfachheit wegen auBer
acht und schreibt die Numeri unmittelbar an den Skalenstrichen an. Der Begriff des logarithmischen Rechenstabes er-
innert an den wahren Sachverhalt.
Die Funktionen sind auf dem Rechenstabe kontinuvierlich enthalten. Sie sind daher bei bequemer Interpolationsméglich-
keit nur mit begrenzter Genauigkeit einstell- und ablesbar. Ist L die dem Rechenstabe zugrundegelegte Linge fur die
Einheit In e = 1, dann ist die Ldnge z der logarithmischen Strecke der GréBe Y

z=L-Iny.
Mit den Einstell- und Ablesefehlern usw. von der Lénge Az wird der relative Fehier der Hauptskala y
Ayly = Az/L;

er ist also konstant und von den Funktionen f(x), die etwa auf die Skala y Ubertragen werden, unabhéngig.

Fir L = (200 mm Dekadenldnge) /In 10 = 86,8..mm und Az = L/500 = 0,17..mm erhdlt man den relativen Fehler auf
der Hauptskala y zu 2 vT.

Bei n aufeinander folgenden Multiplikationen oder Divisionen wdchst der wahrscheinliche Fehler nach dem Gaufischen

Fehlerfortpflanzungsgesetz auf das Vn-fache an.



Die Ldnge z der logarithmischen Strecke einer der Hauptskala zugeordneten Funktion f(x) ist

Mit den Einstell- und Ablesefehlern usw. von der Ldnge Az wird der relative Fehler auf der Funktionsskala f(x)

z = L-In f(x).

Axix = Az f(x) /Lxf'(x).
Mit A z/L = 1/500 erhdlt man die Fehler in vT nach folgender Tabelle:

f(x) y = 0,01 - 0,1 1 10 f(y)
x 2 2
Yx —2 —2 ¥f Yy
W= e o Iy
Vx 4 4 y?
1 — x? —0,02 —o0 Vi—y
x2 —1 0,02 1 V14 2
sin x 2,03 o arcsin y
tan x 1,99 1,27 arctan y
sinh x 1,99 1,61 0,66 arsinh y
cosh x foe) 0,67 arcosh y
tanh x 2,03 oo artanh y
e o 0,87 Iny
In x 0,02 0,2 2 20 eY

Bel der Beschreibung des Rechenvorganges ist ein einfaches Rechenschema angewandt, bei dem die auf den Skalen
gegeniiber stehenden Werte durch einen schréigen Strich (/) und der Ubergang auf einen anderen Skalenbereich durch
zwei schrége  Striche (//) gekennzeichnet sind. Die' Kennzeichnung der Skalen erfolgt hierbei durch Anschreiben der
Funktion f(x) vor den Buchstaben Sk; der Einstell- bzw. Ablesewert wird nachfolgend angeschrieben. Die Bezeichnung
Gst bedeutet die Einstellung des Schiebers in Grundstellung, also so, daf} sich die Hauptskalen decken.

Die Skalen des Mathema-Stabes und ihre gegenseitigen Beziehungen
Die Hauptskalen Y und y und ihre Reziproke 1/y

Die Dekadenabschnitte von 0,1 bis 1 und von 1 bis 10 usw. einer logarithmischen Skala der natirlichen Zahlenreihe
wiederholen sich in kongruenter Weise, denn die Logarithmen unterscheiden sich nur um die der Zehnerpotenzen. Ein
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Dekadenabschnitt der Hauptskalen Y und y enthdlt also bereits alle denkbaren Zahlenwerte, wenn mcm-. von den
Stellenzahlen absieht. Man macht hiervon Gebrauch, indem man jeden Teilungsstrich fUr eine ganzzahlige Zehner-
potenz als Anfangs- bzw. Endstrich der Hauptskala betrachtet. Man darf demnach auch den Schieber in Bezug auf die
Hauptskalen aus einer Lage in die ihr kongruente am anderen Stabende umstellen, um das Rechenergebnis in den
passenden Bereich des Stabes zu bringen.

Die Skala /y’ist eine rickldufige Hauptskala gemé&f der Beziehung In Yy = —In y.

Sie erlaubt die Umwandlung einer Multiplikation mit a in eine Division durch Ya und umgekehrt.

Die Beziehungen zwischen den Hauptskalen Y einerseits und y und 1/y anderseits sind die der Multiplikation und der
Division. I : “Hay 3 '
Einzelrechnungen beginne man in der Regel mit der Bewegung des Liiufers, um nach der anschlieBenden Schieber-
bewegung das Ergebnis Innerhalb der Hauptdekade zu erhalten und um bei l&ngeren Ausdriicken unmittelbar weiter-
rechnen zu k&nnen. 1

Bei Tabellenrechnungen ist es angebracht, einen Schieberendstrich dem konstant bleibenden Ausdruck auf der Skala
Y gegeniiberzustellen, um entweder mittels der Skala y mit variablen Faktoren zu multiplizieren oder mittels der Skala
1/y durch variable Divisoren zvu dividieren. ;

Die Einstellung der Zahlen auf den Hauptskalen, die mit dem L&uferstrich oder auf den Skalen Y und y mit einem
Endstrich der anderen Skala vorgenommen werden kann, geschieht unabhhdngig vom Komma in der Reihenfolge der
Ziffern. Bei Zahlen wie 1234 ist die 4. Ziffer nur schdtzungsweise einzustellen. Bei Zahlen wie 8765 kann die vierte Zif-
fer kaum noch genligend berUcksichtigt werden.

Eine Division wie 2448 : 8765 = 281,6 erhdlt man, indem man den L&uferstrich auf Y = 2468 und den Schieber mit y =
8765 unter den L&uferstrich bringt; das Ergebnis findet man auf der Skala Y gegeniiber einem Endstrich' der Skala vy;

Y Sk 2468 / y Sk 8,765 // y Sk 1/ Y Sk 2816.

Eine Multiplikation wie 234-567 = 1327 -102 erhdlt man, indem man den L&uferstrich auf Y = 234 und den Schieber mit
1)y = 567 unter den L&uferstrich bringt. Das Ergebnis findet man auf der Skala Y gegeniiber einem Schieberendstrich;
Y Sk 234 / '/y Sk 567 /[ y Sk 0,1 / Y Sk 1327 - 102 >

Die letzten Stellen von einfacheren Quotienten und Produkten kénnen durch Uberlegung exakt angegeben werden.
Mit ihnen iibt man das Abschétzen der Werte zwischen den Skalenstrichen. Beispiele: 605':4 = 151,25; 202-3 = 606
Die Stellenzahl des Ergebnisses ergibt sich aus einer Uberschldgigen Kopfrechnung, in unibersichtlichen Féllen nach
der Abspaltung von Zehnerpotenzen. Beispiel: 246800 :0,008765 = rd. 3 - 105+2 = 2316 - 10%

Mit der abwechselnden Benutzung von Laufer und Schieber ist fortgesetztes Multiplizieren und Dividieren mdglich; man
braucht dabei keine Zwischenergebnisse abzulesen oder Schieberendstriche auf sie einzustellen. Wenn es sich bei-
spielsweise nur um Faktoren handelt, dann benutzt man aufier der Skala Y die Skalen 'y und y abwechselnd. So
setzt man a-b-c-d = a : Yb - ¢ : ¥/d. Man findet 12 - 34 -56-78 = 1782 - 10%. Bei Ausdriicken wie a/bcd = a:b-%c:d
findet man 1782/ (12 - 34 - 56) = 0,078. ;



Im folgenden ist schematisch dargestellt, wie die méglichen Verknijpfungen zweiter Stufe der GréBen a, b und ¢ aus-
zurechnen sind.

'y - c b b [ Yy
b e b _ c Y
Y a ac/b a afbe a abe a sabfe Y

Wenn ein Faktor eines Produktes nahe bei 1 liegt und sehr genau bekannt ist, wie bei einigen Umkehrfunktionen auf
dem Mathema-Stab, dann erzielt man beim Multiplizieren durch die Zerlegung des Faktors in die Zahl 1 und in die
Abweichung hiervon eine’ erhdhte Genavigkeit. Beispiel: "0,9876 543 = (1—0,0124) -543 = 543 — 6,73 = 536,27. Andem-
falls erhielte man nur den Wert 536:
Wenn ein Quotient aus sehr genau bekannten Gliedern nahe bei 1 liegt oder wenn die Differenz dieser Glieder genau
bekannt ist, dann empfiehlt sich die Zerlegung ebenfalls. Beispiel: 456/455 = 1 + 1/455-= 1,002198. Andernfalls er-
_ hielte man nur den Wert 1,002
Gegenijb\er den Anfangs- und Endstrichen der Skalen Y und y stehen wechselseitig reziproke Werte. Man kann daher
Briiche auch mit vertauschten Zdhlern und Nennern reziprok ausrechnen, um direkt zu den Ergebnissen zu gelangen.
Diese Methode ist dann am Platze, wenn eine auf die Skala Y bezogene Stammfunktion im Nenner eines Bruches
steht. Beispiel: 678 - cosec 309 = 1 / (sin 309 : 678) = 1493, wobei sin 309 = 0,454 nicht abgelesen zu werden braucht.
Das Ergebnis erscheint nun auf der Skala 'y, indem man den Luuferstrlch auf sin 309 und den Schieber mit y = 678
unter den Lduferstrich-stelit.
Mittels der Marke n/2 auf dem L&ufer kénnen Neugrade g emes Winkels in das BogenmafB rad verwandelt werden und
umgekehrt. Es ist :

1 = n/200 rad = 0,01570796 rad,

1 rad = 200/x9 = 63,661989,

n = 31415927 = 1/ 0,3183099.

Der Faktor n/2 entspricht auf den Hauptskalen dem 'Abstand des linken Lduferstrichs, der die Bezeichnung 1 hat, vom
rechten L&uferstrich. Beispiele: 87,69.= 1,376 rad; 0,234 rad = 14,99,
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Die lineare Interpolation von Zahlenwerten beruht auf der geniljgend genauen Proportionalitdt zwischen den Differen-
zen der Argumente und den Differenzen der Funktionswerte in den geeigneten Féllen. Der Rechenstab kann hierfiir in
naheliegender Weise selbst dann als Hilfsmittel dienen, wenn es sich um vielstellige Tabellenwerte handelt. Fir wie-
derholte Interpolationen zwischen der kleineren Zahl .a und der gréBeren Zahl b, die beide nur mit Rechenstabgenauig-
keit bekannt oder zugrundezulegen sind und die Argumentendifferenz d haben, eignet sich folgende Methode. Man
bringt y = d Uber Y = b—a; dann steht der Zahl a auf der Skala Y eine Zahl c auf der Skala y gegeniiber, ferner
der Zahl b auf der Skala Y die Zahl c+d auf der Skala y; die auf der Skala 'y ersichtlichen Argumentenverénderun-
gen, d. h. die 'von c oder gégebenenfalls von c+d abweichenden Betridge ergeben auf der Skala Y die zugehdrigen
Funktionswerte und umgekehrt. Man. erhdlt folgendes Schema:

Zum Beweise schreibt man ausfihrlich
¢ = ad/(b—a)
c+d = bd/(b—a) = ad/(b—a) + d.

Die GréBe ¢ darf ohne wesentlichen Nachteil abgerundet werden, um das Ablesen der Argumenten—Verc‘:‘tnderungen'
zu erleichtern. :
Beispiel: a = 456; b = 789; d = 2. Man findet ¢ = 2,738 = rd. 2,74. Fir den Argumentenzuwachs 0,234 wird der Funk-
tionswert = 495, wenn die Argumente von a nach b zunehmen; im anderen Falle wird der Funktionswert = 750.
Die Wurzeln der quadratischen Gleichung
x2:-+ ax + b= 0O

ergeben sich im Reellen aus den Abszissen der Schnittpunkte der Einheitsparabel

3 R
und der Geraden .
y» = — ax — b.
Das Anlegen einer Lineatkante an die Parabel und ein Abschétzen geniigt, wenn man die gefundenen L&sungen mit
Hilfe des Rechenstabes verbessert.
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T3 =2 =1 0 1
Quadratische Einheitsparabel y = x2

Hierzu bringt man die gegebene Gleichung in die Rechenstab-
form X+ b/x=—a

und stellt einen Schieberendstrich auf Y = b; mittels des
Lauferstrichs erhélt man dann von der Skala Y aus zu jedem
beliebigen Werte von x die zugehdrigen Werte b/x auf der
Skala !/y, Die Summe der beiden Werte soll = — a sein, was
durch Probieren erreicht werden muB.

Da die Wurzeln x; und x> dem Vi&taschen Satze gehorchen,

wonach Xi + X3 = — a

. ist, so findet man auf dem Rechenstab die beiden Wurzeln
gleichzeitig.
Beisplel: x — 2/x = 3; % = 356; x; = 227056

Wenn die Gerade y: die Parabel y; nicht schneidet und die
Wurzeln demnach konjugiert komplex sind, dann wendet man
die auch sonst giiltige Formel an:

Xy, Xe = — a/2 * Ya2/4 — b

Die MaBzahlen der Koordinaten im beistehenden Bilde der
quadratischen Einheitsparabel kénnen als Numerierungen gel-
ten, wenn es erforderlich ist, die MaBstdbe der Koordinaten
zu verdndern. Es ist dabei zu beachten, daB die Gleichung der
quadratischen Einheitsparabel erhalten bleiben muB. Wenn
man z.B. die Abszissenmafie verdoppelt, muf man die Ordi-
natenmafe vervierfachen.
Die Hauptskalen eignen sich fiir die Verwendung im Horner-
schen Schema zur Bestimmung des Wertes von Gleichungen
folgender Art
: bo = ay x* + a3 x* + a: x2 + a; X + q

fir einen bestimmten Wert von x. Hierzu schreibt man die
Koeffizienten in eine Reihe und ergdnzt das Schema schritt-
weise wie angegeben, wobei by = a; ist, by = a3 + byx, be
= a; + by x usw. Durch wiederholte Anwendung findet man
c; = f(x)/1), d2 = f“(x)/2! usw. flir den angenommenen Wert
von x.
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ay [oF] az ay =1}

g Vs _ " +by x +bg x +bs X +b; x
Pe bs be B b —s16)/01
+¢y X 4cg X/ +eo x
& Sy c s = fR
? +ds x +ds x
ds " ds ds = f(x)/2!

Mun steilt einen Schleberendstrich auf ¥ = x, den Lduferstrich auf b/, ¢, und d, und liest*die Produkte auf der Skala
Y ab." Wenn dabei der eine oder der andere Faktor eine Schieberumstellung verlangen sollte, multipliziert man bei
. unverdnderter Schieberstellung mit dem verdoppelten oder mit dem halbierten Faktor und halbiert bzw: verdoppelt
das  Ergebnis.

Beispiel: Die kubische Gleichung !
‘ x3 — 154x* + 8265x — 1507 = 0
wird dadurch vom qudadratischen Gliede befreit, daB man

=y + 15473

setzt. Dies kann mit Hilfe des Hornerschen Schemas geschehen, indem man es in zwei Stufen mit dem Werte 15,4/3 =
5,1333 durchfiihrt, um'die Koeffizienten der reduzierten Glelchung zu erhclten Man stellt y = 3 auf Y = 154 ohne Zu-
hilfenahme des Léufers ein und erhdlt

1 —15,4 8265 —150,7
+ 5,133 —52,70 +153,7
15,4/3 1 —10,267 29,95 ; 3,0
+ 5133 —2635 =
1 — 5,133 3,60

Wie ersichtlich ist, ergéibe die weitere Verfolgung des Schemf:s, daB das zweite Glied verschwindet. Die reduzierte
Gleichung lautet y? == 36y + 3 =0
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Die Parabelskalen VX .. Y2 Vx.. y? und ihre Reziproke '/Vx .. '/y?

Die Parabelskalen und ihre Reziproke sind auf dem Mathema-Stab wegen der grofien Bedeutung der Quadrate und
Quadratwurzeln in der gleichen Ausfiihrlichkeit wie die Hauptskalen aufgenommen. Da

In ¥x = %2 In x
ist, so liegen hier ebenfalls Normalskalen vor; ihre Teilungsléingen sind halb so grof wie die der Hauptskalen. Man
kann daher mit ihnen ebenso multiplizieren und dividieren wie mit den Hauptskalen und ihrer Reziproken und dabei
sogar ganz ohne Schieberumstellungen auskommen, was beispielsweise beim linearen Interpolieren von Tabellen-
werten angenehm ist; man muB aber den doppelten relativen Fehler in Kauf nehmen, wenn nicht die Wurzel aus dem
Produkt oder aus dem Quotienten zu ziehen ist.
Da sowohl die Quadratwurzeln als auch die Quadrate der gewdhnlichen Zahlenreihe im Bilde Parabeln darstellen, so
ist die Parabelskala ein Sammelbegriff fir die Quadratwurzel- und Quadratskala. :
Der Dekade einer Hauptskala sind zwei Dekaden der Parabelskala zugeordnet. Beim Wurzelziehen, was mit dem L&u-
ferstrich oder mit einem Schieberendstrich geschehen kann, ist von der linken bzw. von der rechten Dekade auszu-
gehen, wenn die Anzahl der Ziffern vor dem Komma oder die der Dezimalnullen hinter dem Komma ungerade bzw.

gerade ist. Beispiele: ¥125 = 11,09; 123 = 3,507; ¥0,0123 = 0,1109; ¥0,123 = 0,3507.
Kommen in zusammengesetzten Ausdriicken auBer den linearen Faktoren und Divisoren nur noch solche im Quadrat
oder nur noch solche unter dem Wurzelzeichen vor, so sind die linearen Glieder mittels der Parabelskalen bzw. mittels

der Hauptskalen zu berechnen.

Im folgenden Schema sind die Ergebnisse fir den Fall dargestellt, daf man eine GréBe a mittels Lduferstrichs auf der
Skala Y einstellt, eine Gréfe b auf den angegebenen Schieberskalen unter den Lduferstrich bringt und die Resultate
sowohl auf den feststehenden -als auch auf den beweglichen Haupt- und Parabelskalen gegeniiber den Endstrichen

abliest.

VX l[ a? a?/b? 1 a? a’.p? 1 a2 a:b 1 “a? at/b 1 Y?
'/'x“ b2 1 h! la2 l’th 1 1/az hz llb 1 llaz b E_ 1 hfaz yz
Yvx 1p? 1 a? /b2 | b2 1 a®b? | b 1 a’b 1 1 a?/b 1y2
Ly 1 1 a/b b 1 ab Vb 1 a¥p | Y¥b 1 a/Vb Yy
y b 1 bfa b 1 lab UvE 1 Ya¥s | ¥B 1 Vbfa y
Y a a/b 1 8 ab 1 2 aVb 1 a ajVe 1 Y




Das néichste Rechenschema entspricht' dem vorigen mit dem Unterschied, daB sich a auf der Skala VX befindet.

a/b? 1 a ab? 1 a ab 1 a af/b ] ¥
1 bYa | I 1 1ab? | Ip U VRS Lo bl g
1 api | 1o abt b Vgl b, . 1. - af 1y

j e T T 1 Vab Vb 1 Vab | I/¥s 1 Va/b ly
b/Va /yab | I/¥ab 1 YVab | Vb 1  Vba ¥

-
et

oLy
=
—

Vajp 1| Va Vab 1 | Va Vab 1| Va Ve 1 Y

Die obere Marke n/8 auf dem L&ufer, die wie die obere Marke n/2 vom mittleren L&uferstrich aus zdhlt, ermdglicht es,
den Inhalt des Kreises von gegebenem Durchmesser von einer Hauptskala aus auf der entsprechenden Parabelskala
unmittelbar einzustellen oder in umgekehrier Reihenfolge den Durchmesser eines Kreises von gegebenem Inhalt.

Beispiele: n/4 - 23458 = 432 . 10%; /2345 - 4/n = 54,55.

Der Kubus und die Quadratwurzel hieraus, ebenso die Kubikwurzel und das Quadrat hiervon, erscheinen bei Benut-
zung der Haupt- und der Parabelskalen auf feststehenden Normalskalen, so daB ein Weiterrechnen moglich ist.

In der folgenden Darstellung der Bildung der 3. Potenz ist es gleichgiltig, auf welcher Dekade der reziproken Parabel-
skala man die Ausgangsgréfe einstellt. Bei den Quadratwurzeln hieraus sind jedoch die Dekadenregeln fir das
Quadratwurzelziehen schon beim Einstellen der AusgangsgréBe zu beachten, weshalb diese Ausdriicke eingeklam-
mert sind. Beispiele: 232 = 2,828; 2032 = 894,

Bei der Bildung der 3. Wurzel ist die Tatsache, daB sie durch Probieren gefunden werden muf, durch einen Doppel-
strich versinnbildlicht; die Werte auf den Skalen Y/y'x..}/y? und Y unter dem L&uferstrich miissen miteinander Uberein-
stimmen. Es ist dabei gleichgiiltig, auf welcher Dekade der feststehenden Parabelskala man die AusgangsgréBe ein-
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stellt, wenn man das ungefdhre Ergebnis ohnehin im voraus absch&tzt, um von 3 méglichen Lduferstellungen die rich-
tige zu wdhlen. Bei den Quadratwurzeln sind die entsprechenden Dekadenregeln schon beim Einstellen der Aus-
gangsgréfie zu beachten, weshalb diese Ausdriicke eingeklammert sind.

Beispiele: 28 = 1587; 20%3 = 7,37; 200%% = 34,2,

Vx : 1 : o : 7
Vx i 1y’ 1 1" o 5
v« a 1 3 1 i b 1y
ly 1 @) 1 BTy 1y
y 1 ') 1 an'’ (1/Vy y
Y a o 1 Vi B 1 Y

Die 4. Potenzen werden mittels eines Schieberendstrichs auf der feststehenden Parabelskala eingestellt, indem man
mittels des L&uferstrichs die Basls auf der Skala Y markiert und den Schieber mit der Basis auf der Skala Yy unter den
Lauferstrich bringt. Man hat dann in Bezug auf die feststehende Parabelskala das Quadrat der Basis ins Quadrat

erhoben.

Die 4. Wurzeln erhélt man ohne Probieren durch zweimaliges Quadratwurzelziehen, wobei die entsprechenden De-
kadenregeln zu beachten sind. Beispiele: 2"+ = 1,189; 20« = 2,115; 200': = 3,760; 2000 = 6,69.

Die Wurzel der reduzierten kubischen Gleichung
x* +ax +b =20

ergeben sich im Reellen aus den Abszissen der Schnittpunkte der kubischen Einheitsparabel
yl = x3

und der Geraden
y2 = — ax — b.

15



Das Anlegen einer Linealkante an die kubische Parabel und ein Absch&tzen
geniigt, wenn man die gefundenen- Lésungen mit Hilfe des Rechenstabes ver-
bessert. Hierzu bringt man die gegebene Gleichung in die Rechenstabform

x2 + b/x = — a
und stellt einen Schieberendstrich auf Y = b; mittels des Lduferstrichs erh&lt man
dann von der Skala Y aus zu jedem beliebigen Werte von x? auf der feststehen-
"den Parabelskala. die zugehdrigen Werte b/x auf der Skala '/y.

%4 ] | T ¢
IfY bfx, ’/Y
y 1 y
Y “ b X3 Y
Die Summe der beiden Werte soll = — a sein, was durch Probieren erreicht wer-
den muB.- Wenn man eine Wurzel x! kennt, findet man die beiden anderen aus
Xo, X3 = —¥X1/2 £ V—a—3x/4,

was insbesondere dann erforderlich sein kann, wenn diese konjugiert komplex
sind. Bei der Kenntnis von zwel Wurzeln der Gleichung erhdlt man die dritte
gemdf dem’ Viétaschen Satze aus der Ergdnzung der Wurzelsumme zum nega-
tiven Koeffizienten des zweithdchsten Gliedes der Gleichung, hier also zu Null.

Beispiel: x? + 3,6 x + 3 = 0; %1 = — 0726; x, x3 = 0,363 * 2 i.

Die MaBzahlen der Koordinaten im beistehenden Bilde der kubischen Einheits-
parabel kénnen als Numerierungen gelten, wenn es erforderlich ist, die Maf-
stéibe der Koordinaten zu verdndern. Es ist dabei zu beachten, daff die Glei-
chung der kubischen Einheitsparabel erhalten bleiben muB. Wenn man z.B. die
AbszissenmaBe verdoppelt, mu man die OrdinatenmaBe verachtfachen.

Kubische Einheitsparabel y =x?
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‘Das genauere Auszichen der Quadratworzel aus der Zahl ¢ geschieht zweckmdfig in der Form
: e =t ot TR = atk
indem man x mittels des Rechenstabes durch Probieren gemdf folgender Bedingung bestimmt:
‘ R: (2atx) = x. .
Dieses Verfahren kann auch nach mehreren Rechenschritten
des exakten Wurzelziehens angewandt werden. '

Beispiele: /123456 = 1/122500 + 956 = 350 + 1,163 V159876 = /160000 — 124 = 400 — 0,155 = 399,845,
= 351,363, denn es ist 956 : (700 + 1,363) = 1,363. denn es ist 124 : (800—0,155) = 0,155.

Bei der quadratischen Interpolation einer Funktion ersetzt man die Funktionskurve durch eine Parabel. Die Funktions-
werte y = f(x) seien fir gleiche Argumentabstéinde bekannt, und es werde entweder zur Abszisse x, + Ax <x; die
Ordinate yo + Ay gesucht, oder es werde umgekehrt zur Ordinate yo + Ay <y; die Abszisse xo + AX gesucht. Der
Punkt yo + Ay = f(xo + Ax) mdge nun mit ausreichender Genavigkeit auf der Ersatzparabel liegen; der gesuchte
Wert kann dann durch direkte bzw. durch inverse Interpolation ermittelt werden.

Die Ersatzparabel muf durch die beiden Punkte Xo, yo und

x1, y1 gehen. Ihre Achse soll der Einfachheit wegen parallel Yy
zur Ordinatenachse sein. Als weitere Bedingung zur Be- 4
stimmung der Parabel ist die Vorschrift geeignet, daB die Quadratische Interpolation e

Ordinaten der Ersatzparabel die arithmetischen Mittel aus o
. den Ordinaten der Pdrabel 1 durch den Punkt x-;, y-1 und ;
der Parabel 2 durch den Punkt xs;, y2 sein sollen.

Mit dem linec:ren;Interpolationsglied L und dem quadrati-

schen Interpolations- Y S Ax )
glied Q ist definitionsgemaf Ay = X1—Xo ok E—x—o] S,
und L=yi—ys—Q. ~ Yoy o R
Fir die inverse Interpolation ergibt sich L
Ax = (Y1 +4AyQ/l2—1) (x;— xo) L/2Q. x x2

17



Wenn der Wurzelausdruck riahe bei 1 liegt und mit den pythagoreischen Skalen nicht mehr berechnet werden kann,

findet man mit der Abkiirzung k = Ay Q/L?
Ax = (1—k + 2k? —5k? + 14k — 42k5 + 132k® — 429k + 1430k® —.+..) (x1—x0) Ay/L.

Q; der Parabel 1 ergibt sich wie folgt.

Yo—Yy: = L+ Oy

Yi—Y¥u = 2].1 + 401

01 == (Y'l— 2Y0 + Y1) 22
Analog findet man Q. der Parabel 2 zu

' Q: = (yo—2y1+y2):2

Demnach wird Q = ((ya—Y1)—(Yo—Yy-1)) : 4
oder in Worten: Das quadratische Interpolationsglied ist ein Viertel der Differenz der dem betrachteten Intervall fol-
genden Tafeldifferenz und der ihm vorausgehenden Tafeldifferenz.
Die Ersatzparabel deckt sich mit der gegebenen Kurve, wenn diese eine Parabel von der Art y = x* ist; hier ist
L = 2x und Q = 1 fir den Argumentabstand 1, wie aus der Gleichung (x+1)2 = x® + 2x + 1 ohne weiteres folgt. Da-
gegen stimmt die Ersatzparabel mit der Parabel y = ¥x nicht Uberein. Man mu3 daher vor der Aufstellung einer
Zahlentafel mit vorausgesetzter quadratischer Interpolation prijfen, welche der beiden Variablen als unabhhéngige die
gréfere Genavigkeit erreichen I&Bt, falls eine Wahl Uberhaupt in Frage kommt. Manchmal empfiehlt es sich, eine
Variable als Reziproke anzusetzen.
1. Beispiel. Es seien gegeben y = eX fir x = 2,30 mit Intervallen von 0,01. Gesucht werden y filr x = 2,315 und x fir
y = 10,12. :
Mit der folgenden Aufstellung

X y ; Tafeldiff. Q L
2,30 9,974 182
0,100 243
2,31 10,074 425
0,101 249 0,000 506 0,100 743
2,52 10,175 674 :
0,102 268
2,33 10,277 942

erhdlt man 2315 = 10,074 425 -+ 0,050371 + 0,000127 = 10,124 923, was mit dem wahren Wert Ubereinstimmt. Im allge-
meinen stellt man Ax/(x;—xp) auf der Skala Y ein, um mit L auf der Skala y den linearen Teil und bei gleicher Schie-
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berstellung mit Q auf der Skala Vx..y? den quadratischen Teil von Ay abzulesen.
For y = 10,12 wird k = 0,002 2722 und x = 2,314 514, was mit dem wahren Wert iibereinstimmt.

2. Beispiel. Es seien gegeben y = In x fir x = 10,0 mit Intervallen von 0,1. Gesucht werden y fir x = 10,15 und x fir
y = 2,317.
Mit der folgenden Aufstellung
X y Tafeldiff. Q L
10,0 2,302 585
‘ 0,009 950
10,1 2,312 535
0,009 853 ——0,000 0485 0,009 9015
10,2 2,322 388 :
0,009 756
10,3 2,332 144
erhdlt man In 10,15 = 2,312535 + 0,004 951 — 0,000012 = 2,317 474, was mit dem wahren Wert Ubereinstimmt.
Fur y = 2,317 wird k = —0,002 2088 und x = 10,145194, was in der letzten Ziffer um 1 zu grof ist. Beide Beispiele der

inversen Interpolation sind mit der Rechenmaschine berechnet worden, um die Genavigkeit der quadratischen Inter-
polation in den vorliegenden Fdllen vorzufihren. Es ist aber zu erkennen, daff der Rechenstab als Hilfsmittel fUr
Nebenrechnungen auch bei im Ubrigen genaueren Methoden gute Dienste leisten kann.

Die pythagoreischen Skalen ¥V1—X2 . . V1—Y? und YXe—1..V1+ Y2

Die beiden pythagoreischen Skalen enthalten im Verein mit der Hauptskala bildlich die Seitenverhdltnisse in recht-

winkligen Einheitsdreiecken.

Die Kreisskala 1/1—X2.. /1—Y2 gibt in Verbindung mit' der Hauptskala zu einer Koordinate des Einheitskreises die
andere Koordinate an und daher zum Sinus des zugeh&renden Winkels den Cosinus und umgekehrt. Die Koordinaten
des Einheitskreises sind Katheten von Einheitsdreiecken mit den Hypotenusen = 1, d.h. von Hypotenusen-Einheitsdrei-
ecken. ‘

Die Hyperbelskala YX2—1 .. Y1+Y? gibt in Verbindung mit der Hauptskala zu einer Koordinate der Einheitshyperbel
die andere Koordinate an und daher zum Tangens des zugehdrenden Winkels den Secans und umgekehrt. Die Koor-

dinaten der Einheitshyperbel sind eine Kathete und die Hypotenuse von Einheitsdreiecken mit der anderen Kathete =
1, d. h. von Katheten-Einheitsdreiecken. :
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Da die pythagoreischen Skalen wie ‘auch die Skalen der transzendenten Funktionen auf einer oder auf beiden Sei-
ten abgebrochen werden missen, so k&nnen extreme Verhdltnisse mit dem Rechenstab nicht in direkter Weise be-
rechnet werden. In diesen Fdllen zieht man, die aus den betreffenden unendlichen Reihen gewonnenen Néherungs-
formeln heran. Fir kleine Werte von x genligt meistens eine lineare oder eine quadratische Beziehung zwischen der
unabhéngigen und der abhéngigen Variablen.

In manchen Fdllen ragt der bendtigte Bereich des verstellten Schiebers rdumlich Uber den mit ihm gekoppelten Bereich
der pythagoreischen (oder auch anderer) Skalen hinaus; verdoppelte oder halbierte Werte des gegebenen Dreiecks mit
zu halbierenden bzw. zu verdoppelnden Ergebnissen fiihren dann meistens ohne Schieberumstellungen zum Ziele.

Die folgende Zusammenstellung zeigt die gegenseitigen Beziehungen zwischen den pythagoreischen Skalen und den
Hauptskalen in der Schiebergrundstellung,- wenn man die AvusgangsgroBe auf einer der Skalen gleich z setzt. Der
Wert dieser Zusammenhdnge besteht nicht nur in der direkten Verwendbarkeit, sondern vor allem in der hohen Ge-
nauvigkeit der Ergebnisse.

VX1 V2—z? Vi+1j:2 Vitijz Vitz z VitYe
Vx T =2 Yz z 22 —1 y?
i l/:_c’ Y (—2?) 2? z 1z (22 —1) 12

Yy YVisa 2 Ve Yy YyEs 1y

Die trigonometrischen und zyklometrischen Skalen sin X9. . arc sin Y und X9. . arc tan Y

Die beiden trigonometrischen und zyklometrischen Skalen enthalten in Verbindung mit der Hauptskala die Winkel-
funktionen und Winkel, die in den rechtwinkligen Einheitsdreiecken unmittelbar veranschaulicht werden.
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tan x 0 508 arctan y
21 1 sec|x 2 VhyZ
iy oo cosec|x cot|x 1 Wy

¥ 0 sinjx tan|x Yoy
W 1 COS| X 0 W
sin x % 1009 aresin y

sin x

Einheitskreis

Rechtwinklige Einheitsdreiecke im Einheitskreis
und an der Einheitshyperbel, mit gleichen Win-
keln.

Die Skalen dieses Bildes sind nicht logarithmiert

Auf dem Rechenstab sind die Winkelfunktionen gegeniiber den
Winkeln insofern bevorzugt, dals man die Funktionen zwecks
Weiterrechnens auf die Hauptskala projizieren kann, wdhrend
die Winkel nur abzulesen sind. Dies hat seine Berechtigung,
weil selten nach Winkeln gefragt wird, hdufig aber nach Aus-
wirkungen fir beliebige Winkel. Entsprechendes gilt auch fiir
das Argument der hyperbolischen Funktionen.

Widhrend in der Mathematik fir die Winkel das Bogenmaf das
natirliche Argument ist, erscheint der Neugrad bzw. der rechte
Winkel als das geeignetste kiinstliche Argument fir die Aus-
rechnungen. Das natiirliche Argument der trigonometrischen
und der hyperbolischen Funktionen ist oft mit dem Faktor /2,
2n oder n versehen, so daf sich der rechte Winkel oder ein
ganzes Vielfaches unter Fortfall des n-Faktors von selbst als
Einheit ergibt. Beim Mathema-Stab ist deshalb die Teilung der
genannten Funktionen in Neugrad vorgesehen.

Die Skala sin Xa .. 200 :x-are sin Y (abgekirzt gsin Y) héngt
mit der-Kreisskala eng zusammen. Infolge der gemeinsamen
Hauptskala ist Y = 111—X? = sin X9. Damit ergibt sich y1—Y?
= cos X9 und die Tatsache, daBl der Lduferstrich Wertetripel
der beiden Katheten des Hypotenusen-Einheitsdreiecks und
eines zugehdrenden Winkels anzeigt.

Die Skala tan X9 .. 200 : = - arc tan Y (abgekirzt 9tan Y) hdngt
mit der Hyperbelskala eng zusammen. Infolge der gemein- *
samen Hauptskala ist Y = yX2—1 = tan X9. Damit ergibt sich
¥1+Y? = sec X9 und die Tatsache, daff der Lauferstrich Werte-
tripel der zweiten Kathete und der Hypotenuse des Katheten-
Einheitsdreiecks und eines zugehdrenden Winkels anzeigt.

Die Kathete a eines beliebigen rechtwinkligen Dreiecks mit der
Hypotenuse c und der anderen Kathete b findet man aus

a = yce—b? = ¢ Y1—(b/c)2.
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Man stellt auf dem Mathema-Stab gemé&f der zweiten Formel Proportionalitéit zwischen den Seiten des gegebenen

Dreiecks und den Seiten des Hypotenusen-Einheitsdreiecks her. Hierzu bringt man y = ¢ an den Endstrich 1 der Skala
Y, ndtigenfalls an den Endstrich 0,1. Mit dem Lduferstrich auf y = b ergibt sich auch Y = b/c, ferner y1—(b/c)* auf der

Kreisskala und der Winkel B auf der sin..arcsin-Skala. Durch die Ubertragung des Betrages y1—(b/c)® von der Kreis-
skala auf die Y-Skala mittels des Lé&uferstrichs findet man auf der y-Skala bei unverdnderter Schieberstellung die ge-

suchte Kathete }/c*—b? und auf der sin..arcsin..Skala den Winkel a.
Im Schema ist der Rechenvorgqng schrittweise dargestellt.

b Vea—b? y
bje Vi—(bjc)? Y
yi—xz V1—(b/c)z Vi—Yz
sin X6 B o 8sin Y~
Beispiele: ¢ = 6,78; b = 4,56; a = 5,02; o = 53,09; sin vers 409 = 1—cos 409 = 0,1910
15 é 13,75 738 sem 409 = (1 —cos 409)/2 = sin? 209 = 0,0955
15 15 14,925 93,6

Avsdriicke wie }/d:—c?—b? berechnet man durch Wiederholung der Rechenschritte.
Beispiel: y/9872—6542—3212 = 666.
Die Hypotenuse c eines beliebigen rechiwmkhgen Dreiecks mit den Katheten a und b findet man aus

= Ya+ bt = a1+ (b/a)
Es sei a>>b. Man stelit auf dem Mathema- Siab gemdB der zweiten Formel Proportionalitét zwischen den Seiten des
gegebenen Dreiecks und den Seiten des Katheten-Einheitsdreiecks her. Hierzu bringt man y = a an den Endstrich 1
der Y-Skala, nétigenfalls an den Endstrich 0,1. Mit dem L&uferstrich auf y = b ergibt sich auch Y = b/q, ferner 1/1-i~(bfc1)’=
auf der Hyperbelskala und.der Winkel B auf der tan..arctan-Skala. Durch die Ubertragung des Betrages V1+(b.’a)’
von der Hyperbelskala auf die Y-Skala mlttels des L&uferstrichs findet man auf der y-Skala bei unverédnderter Schie-
berstellung die gesuchte Hypotenuse yYa® + b2 Im Schema ist der Rechenvorgang schrittweise dargestellt.
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tan X8 50 g Etan Y
¥yxe—1 V2 V1+(bja)? V1t+Y2
Y a > b Va2 + b? y
Y 1 b/a V1+(b/a)? Y
Beispiele: a = 6,78; b = 456; c = 817; B = 37,79
15 6 16,16 24,2
15 15 15,075 6,35

Ausdriicke wie ya? + b2 + ¢ berechnet man durch Wiederholung der Rechenschritte, Beispiel: V9872 + 6542 + 321% = 1227
Da man mit der gleichen L&uferstellung sin X9 und cos X9 erhdlt, so kann man von dem einen Wert zum anderen Uiber-
gehen entsprechend den Ausdriicken cos arc sin Y und sin arc cos Y, ohne erst den Winkel feststellen zu missen. Fer-
ner kann man jeden der beiden Werte, sofern er groBer als 1/¥2 ist, auf der Kreisskala genaver als auf der Haupt-
skala erhalten, indem man sin X9 = cos (100—X¢) bzw. cos X3 = sin (100—X9) setzt.

Da man mit der gleichen L&uferstellung tan X9 und sec Xg erhdli, so kann man von dem einen Wert zum anderen Uber-
gehen entsprechend den Ausdriicken sec arc tan Y und tan arc sec Y, ohne erst den Winkel feststellen zu missen. Fer-
ner kann man sec X3 auf der Hyperbelskala genauer erhalten als aus cos Xg auf der Skala y. '

Die Bezichungen zwischen den trigonometrischen Funktionen mit einfachen, doppelten und halben Winkeln und die
daraus zu gewinnenden algebraischen Funktionen sind auf Seite 30 zusammen mit den verwandten Beziehungen zwi-
schen den hyperbolischen Funktionen tabellarisch dargestellt.

Die exponentiellen Stammfunktionen e*® und e* und die logarithmischen Umkehr-

funktionen°lIn Yund In Y

Die Stammfunktion eX9 wird auf dem logarithmischen Rechenstab durch eine gleichméBig geteilte Skala dargestelit.
Sie ist daher fir eine beliebige Erweiterung des Bereichs geeignet. Die zu den verschiedenen Dekaden der Haupt-

skala gehérenden Stufen der eX9 _Skala unterschelden sich ndmlich nur durch ganze Vielfache von 200:x - In 10 als
additive Konstante.
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n +200 : - nIn 10 n 200 :x-nin10 ¢
1 146,587 1194 4 586,348 4769
2 293,174 2384 5 732,935.5959
5 - 439,761 3579 & 879,522 7159

200 : % -nn 10

1026,109 8349
1172,696 9539
1319,284 0729

Voo~ |3

Um die additive Konstante wenigstens fiir die ‘ersten 8 Stufen auf einen runden, zum Kopfrechnen geecigneten Wert,
ndmlich auf 1409 zu bringen, ist der Lcufer des Mathema-Stabes mit entsprechend versetzten Marken ‘versehen; der

Lauferrand ist danach beschriftet.

T |

Die Stellenzahl des Ergebnisses von eX9 im Bereiche der Hauptdekade der Y-Skala wird durch Multiplikation des Ab-
lesewertes’ mit der bei der additiven Konstante angeschnebenen Zehnerpotenz erreicht.

R, 5,.100g 431

M“’ (ex®) SK 1009 / Y Sk 0,481 - 10 = 4,81
e057 = 1009 = 0208; Gst: M“’ (ex®) Sk 1009 / i/y Sk 2,08 - 101 = 0,208
edr — 6009 = 1239 . 104, M 1% (ex9) Sk 400 / Y Sk 0,1239 - 105
edr = o0 — 807 .105; Gst: M [ (exg) Sk 409 / t/y Sk 8,07 - 10
el0r = 'a20009 — 146587 + 439,76 + 94,36 — 1010 +3
M (ex9) Sk 9436 / Y Sk 0,44 - 10 =
Gosh 2259 =(e25 F @25 ) 12 — 17135 % 0015 = 22,
stanh 099996 = — 22 in Y1 099996) : (1 T 0,99996) = el ]/ 0.0

Gst: f Sk 2 / M %4 (ex%y sk 1,01; —” (44+1,01) = 34450

0,1 . sin 400 = o209 . gin 409 = 0,305

M (ex?) Sk 200 /Y Sk 1,37; y Sk 1/ sin Sk 400 // y Sk 1,37 / Y Sk 0,805
X
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e0.1% - sin 409 = 209 - sin 400 = 0,429

Gst: M (exg ) Sk 200 / Yy Sk 0,73; y Sk1/ sin Sk 400 // ySk 0,73 ['Y Sk 0,429

amp 609 = 29 tan e60g — 1009 = 2 - 76,350 — 1000 = 52,79

Gst: M0 (ex9) Sk 609 / Y Sk 2,566; Yy Sk 2,566 / tan Sk 23,65; 1009 — 23,650 = 76,350
(oder einfacher: tanh Sk 609 / sin Sk 52,79)

Die Skala fur die SIummﬁmlﬂic;n eX unterscheidet sich von der Skala fiir die Funktion X9 durch das in natirlichen Zah-

len ausgedriickte Argument.

Da die exponentiellen und die logarithmischen Funktionen von gleicher Wichtigkeit sind, ist der Mathema-Stab sowohl
mit der Funktion eX..In Y als auch mit der anschlieBend besprochenen Funktion In X..eY versehen. Infolgedessen
karin man die einschldgigen Rechnungen immer direkt ausfiihren. Es ist aber gegebenenfalls zu bedenken, daf} die
Ablesegenavigkeiten der wechselseitigen Stamm- und Umkehrfunktionen verschieden sind. Mit zunehmendem Exponen-
ten wichst die Ablesegenavigkeit der exponentiellen Stammfunktion eX, wahrend die der exponentiellen Umkehr-
funktion eY abnimmt. Die beiden Ablesegenauigkeiten halten sich beim Exponenten 1 mit dem Ergebnis e = 2,718281828459
= 1/0,3678794412 die Waage. Entsprechendes gilt fir die Ablesegenavigkeit der Logarithmen.

Die additive Konstante fiir die verschiedenen Stufen der eX - Skala betrégt ein ganzes Vielfaches von In 10 = YM =
2,302585093 = 1/0,434294482. :

n nin 10 n nin 10 n n in 10

1 2,302585093 4 '9,210340372 7 16,118095651
2 4,605170186 5 11,512925465 8 18,420680744
3 6907755279 (] 13,815510558 9 20,723265837

Um die additive Konstante fiir mehrere Stufen auf den Wert 2,2 zu bringen, ist der Ldufer des Mathema-Stabes mit ent-
sprechenden versetzten Marken versehen; der Lauferrand an der vorderen Schmalseite ist danach beschriftet.
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Beispiele:

In Y1 —0,83% = In 0558 = —0,584; Gst: 1 —x® Sk 0,85 / Y Sk 0,558; Yy Sk 0,558 / M J5 (ex) Sk — 0,584
In cos 409 = In 0,808 = —0,212; Gst: sin Sk 609 / Y Sk 0,808; Yy Sk 0,808 / M X (eX) Sk — 0,212

In sec 409 = In (th = In 1,238 = 0,212; Gst: sin Sk 609 / Yy Sk 1,238; Y Sk 1,238 / M X (eX) Sk 0,212
In sinh 409 = In 0,67 = —0,4; Gst: sinh 400 / Y Sk 067; 1/y Sk 0,67 / M1’f, (ex) Sk —0,4

In /1,048 —1 = In 0,285 = —1,2535; Gst: x*—1 Sk 1,04 / Y Sk 0,285; '/y Sk 0,285 / M (ex) Sk —1,253
In tan 309 = In 051 = —0,674; Gst: tan Sk 300 / Y Sk 0,51 i Yy Sk 051 / M (ex) Sk — 0,674

0—;1- = 0,674; Gst: tan Sk 309 / Yy Sk 1,96; Y Sk 1,96 / M 16 (e¥) Sk 0,674

In cosh 408 = In 1,205 = 0,185; Gst: 0,1 cosh Sk 409 / M. (ex) Sk 0,186
et = 739; MJ(eX) Sk 2 /Y Sk 0,739 - 10

&2 = 0,1353; Gst: M X (ex) Sk 2 / Yy Sk 1,355 - 10+t

et = e22+18 = 546; M 22(ex) Sk 1,8 / Y Sk 0,546 - 102

In tan 709 = |n cot 309 = In

ed = e22-18 = 0,0183; Gst: M %3 (ex) Sk 1,8 / Yy Sk 1,83 - 10-2

el = e88+22 = 59900; M52 (ex) Sk 1,8 / Y Sk 0,599 - 105

el = e88-22 = 0,0000167; Gst: M §2 /(ex) Sk 1,8 / Yy Sk 1,67 - 105

el00 = 92103 + 7,697 = 269 . 1043; M 5% (ex) Sk 1,297 / Y Sk 0,269 - 10t

ar sinh 0,6 = In (0,6 + ¥1+0,6%) = In (0,6 + 1,166) = In 1,766 = 0,569 _

Y Sk 06 / Y1+ Y2 Sk 1,166; Y Sk (1,166 + 0,6) / M X (ex) Sk 0,569; (oder y Sk 0,6 / sinh Sk 36,250 = 0,569)
ar tanh 0,6 = In V(1 +0,6):(1—0,6) = 0,693

Vx Sk 1,6/ yx Sk 04 //ySk1/YSk2; YSk2/MJ(ex) Sk 0,693 (oder Y Sk 06 / tanh Sk 44,19 = 0,693)
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Die logarithmischen Stammfunktionen + In X und die exponentiellen
Umkehrfunktionen etY

Fir die logarithmischen Stammfunktionen und exponenticllen Umkehrfunktionen besitzt der Mathema-Stab zwei drei-
stufige Gruppen von Skalen, Y = * In X fUr positive und negative Logarithmen, e*Y fur direkte und reziproke Poten-
Zen von e.
Mit den logarithmischen Skalen erhdlt man nicht nur die zugrundegelegten natirlichen Logarithmen auf der Y-Skalq,
sondemn auch die Logarithmen‘zu einer beliebigen Basis a. Hierzu stellt man einen Schieberendstrich dem Wert a auf
der logarithmischen Skala gegeniber, denn es muf sein

alog a = 1.
Die Logarithmen zur Basis a unterscheiden sich von den natirlichen Logarithmen durch einen konstanten Faktor, den
Modul

M, = YIn a.

a
Von Bedeutung ist der Modul des dekadischen oder Briggs‘schen Logarithmus M = 00,4343,
Beispiele: log 2 = Ig 2 = 0,301 Iig10 = x
Das Potenzieren einer Zahl a mit dem Exponenten m auf dem Rechenstab kann so erkldrt werden, daff man auf der
Y-Skala m In a bildet und hierzu den Numerus auf der eY-Skala aufsucht, entsprechend der Beziehung
Inam = mIn a.

Statt dessen kann man aber auch den Numerus zu m - 2log a von der y-Skala ausgehend bestimmen. DaB dies die
Regel ist, wird dadurch offenbar, daB man die Y-Skala hier gar nicht benétigt und weder In a noch m In a abliest.
FUr das Radizieren gilt das Vorstehende mit ¥/n = m.

Die folgenden Schemas sind so angelegt, dal Schieberumstellungen nicht ndtig werden.

—In X a /g™ e—Y —In X Ya 1fall® e—Y
Yy m 1 fy Yy n 1 Yx
y /m 1 y y n 1 b
In X a a™ e¥ In X a al/n e¥

27



Beispiele: - _
1,058 = 2,653; 10 In Sk 1,05/y Sk1//y Sk2/0,1 In Sk2453
0,952 = (,3585; -10InSk 0,95/ ySk1 // ySk 2 / -0,1 In Sk 0,3585

5
¥0,5 = 0,8705; —0,1 In Sk 0,5 / y Sk 5 // ySk1 / —In Sk 0,8705
234567 = 1067192345 = 1067-837 — 102+ 058 = 3,8 . 1022

y Sk 0,1/01 In Sk 10 // 0,1 In Sk 2345 / y Sk 3,37;

67 - 337 = 22,58, y Sk1/01InSk10 // ySk0,58 / 0,1InSk338
In (246-10%) = In 246 + 8 In 10 = 5,51 4 18,42 = 2393

011InSk 246 / Y Sk5,51; 0,1InSk10/ySk1// ySk8/YSk18,42
els = (e75)2 = 18102 = 3,27 - 109, Y Sk 7,5 / 0,1 In Sk 1810;

Y Sk 1810 / yx Sk 3,27 - 106 ‘

esin409 = 1,8; sin Sk 409 7/ In Sk 1,8

(In 10)2 = 53; 0,1 In Sk 10 / 1/x Sk 53

In (In10) = 0,835; 0,1 In Sk10/ M% (ex) Sk 0,835

Die beiden Gruppen der logarithmischen Skalen weisen
Zahlen auf, die einander reziprok sind. Die Angaben sind
fir Werte von e > X > !e genaver ablesbar als auf der

y-Skala und 1/y-Skala, und zwar um so mehr, je ndher die
Zahlen bei 1 liegen.

Beispiel: 1/1,01234 = 0,98781.

Die Hyperbelfunktionen und ihre

Umkehrungen

Die Skalen fir die Hyperbelfunktionen sind auf der Riick-
seite des Schiebers aufgetragen. Wie bei den anderen
Schieberskalen und wie die Bezeichnung ‘der Verdnder-
lichen mit x und y auch angibt, beziehen sich die Werte auf
die y-Skala,
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cosh x

0. V2 coshx ﬂ‘,,_y_z
co & coth| x 1 cosech|x _ sech|x Yy
0 tanh| x 1 sinh|x  cosh|* y

sinh x

Hyperbelfunktionen :
Die Skalen dieses Bildes sind nicht logarithmiert



Beispiele: sinh 0,6 n/2 = sinh 608 = 1,088; 0,1 sinh Sk 609 / y Sk 1,088
tanh 04 n/2 = tanh 409 = 0,557; tanh Sk 40¢ /'Y Sk 0,557
gsinh 0,2 = 12,659; y Sk 0,2 / sinh Sk 12,659

cosh 0,5 —z— = cosh 509 = 1,325; 0,1 cosh Sk 509 / y Sk 1,325
20 g sinh 2 = gsinh 2 = 91,99; y Sk 2 / 01 sinh Sk 91,99

In cosh 508 = In 1,325 = 0,281; Gst: 0,1 cosh Sk 509 / M ;xa(eX) Sk 0,281
Da cosh x = J1 + sinhx ist, so findet man die Werte von cosh x fiir kleine Argumente mit Hilfe der sinh-Grund-
stufenskala und der Hyperbelskala 1+ Y? genaver als mittels der cosh-Skala. In entsprechender Weise ergibt sich

_sech x = y1—tanh? x fiir kleine Werte von x mit erhdhter Genauigkeit auf der Kreisskala y1—=ye
Beispiele: cosh 108 = Y1 + sinhtx = 1,0123; 109 = 0,1571; Li. LY 8k 01/ re. L ¥1 -+ Y2 Sk 1,0123
gcosh 1,0246 = 0,223 = 14,29; re. L y/x2—1 Sk 1,0246 / li. L Y Sk 0,142 = 14,20
sech 109 = 1 —tanhtx = 09876; li. L Y Sk 0,1 / re. L y1—Y* Sk 0,9876
gsech 0,975 = 0,2225 = 14,39; re. L ¥1—x® Sk 0,?75 / li. LY Sk 0,143
Man kdnnte demnach die Beziehung cosh x = Ysech x dazu benutzen, nahe bei 1 liegende Zahlen in reziproke Zah-
len zu verwandeln; die Zuhilfenahme der logarithmischen Skalen * In X gibt jedoch trotz gréBerer Einfachheit genau-

ere Werte.
Bei der Ausrechnung zusammengesetzter Ausdriicke mit Hyperbelfunktionen beginnt man mit der Einstellung der

Hyperbelfunktion.
Beispiele: sin 609 - sinh 09 = 0,881; 0,1 sinh Sk 609 / Y Sk 1 // sin Sk 609 / y Sk 0,881
sin 609 : sinh 609 = 0,743; sin Sk 609 / 0,1 sinh Sk 609 // y Sk 0,1 / Y Sk 0,743
FuUr Werte x 2249 kann bei sinh und cosh das Gliedi:—( vernachldssigt werden. Es gilt dann: sinh x = cosh x = -% .
sin 3309 - sinh 3309 = —79,4; sin 3308 = —sin 709
Mlzggd—('exngk 500 /ySk2//ySk1/YSk892; ySks8d2/Y Sk1/ sinSk709/y Sk 79.4
sin 2600 : sinh 2608 = —0,02725; sin 2609 = — sin 609
y Sk 1/ sin Sk 609 // y Sk 2 /Y Sk 1,618; y Sk 0,1 /'Y Sk 1,618 // M% (ex9) Sk 120 / Yy Sk 0,02725
Die Bezichungen zwischen den Hyperbelfunktionen mit einfachen, doppelten und halben Argumenten und die daraus
zu gewinnenden algebraischen Funktionen sind zusammen mit den verwandten Beziehungen zwischen den trigonome-
trischen Funktionen tabellarisch nachstehend dargestellt.
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Beziechungen zwischen den

“hyperbolischen

trigonometrischen

Funktionen

mit einfachem, mit doppeltem und mit halbem Argument

sinh ¢

cos @
cosh ¢

tan 2¢
tanh 2¢

V1 + 22

V+t1F a2

yyi= —1

yylr—z

yViyz2¥1| VFys+1 a
2
2:V1 + 22 2zt 1+ 22 ﬁ
: A 1 + z2
1 4 222 228 — 1 1—'{'—:’—
2211 + 22 2+ 1 F 22 2z
1 + 228 2z 1 + 22

2

1+ Vi+

Vi F 1

Vii=2+1

l/i1—|_-1,fl/1~tz=
2
1+1/V1+ 2z

2
H—Flj‘_l/ liz‘

z

z
14+V1+ 22
1/ V1/z2 —1

1yy1i—2

Die oberen Vorzeichen in den vorstehenden Formeln gehdren zu den trigonometrischen Funktionen, die unteren zu den
hyperbolischen.
Man erhélt mit dem einfachen, mit dem doppelten bzw. mit dem halben Argument die angegebenen Funktionen von z,
wenn in der gleichen Spalte der Wert der Ausgangsfunktion fir das einfache Argument gleich z ist; z kann von einem
zusammengesetzten Ausdruck wie a/b oder Va/b usw. herriihren.
Man erhélt die Beziehung einer Funktion mit einfachem, mit doppeltem bzw. mit halbem Argument zur Ausgangsfunk-
tion in der gleichen Spalte mit einfachem Argument, indem man z durch die Ausgangsfunktion ersetzt. Die Ausdriicke
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lassen sich in leicht ersichtlicher Weise vereinfachen, wenn man’ nur auf das doppelte bzw. auf das halbe Argument

als Ausgangsgréfie Wert legt, nicht aber auf bestimmte Ausgangsfunktionen dieser Argumente.

Ein wichtiges Beispiel fir die Anwendung vorstehender Beziehungen ist die goniometrische Avflésung quadratischer

Gleichungen.
1. x2 £ 2ax — b2 =0 =
Man setzt b/a = tan 2 ¢ und findet x; = * b tan @, X2 = + b cot .
2. xt*x2ax + b?=0mitb<a. |
Man setzt b/a = sin 2 ¢ und findet x; = + b tan ¢, X2 = + b cot ¢.
Beispiele: x2 + 234x — 5670 = 0; a = 117; b = 752; x4 = 22,1; Xz = — 2561
Y Sk 75,2 / y Sk 1,17 // y Sk 1 / tan Sk 35,369; ¢ = 18,189
YSk1/y752/ tan Sk 18,180 / y Sk 22,1; y Sk 1 / Y Sk 752 // tan Sk 18,189 / 1/y Sk 255,1-
xt + 234 + 5670 = 0; a =117; b =752; x1 = —274; %2 = —2065
Y Sk 752/ y Sk 1,7 // y.Sk 1 / sin Sk 444%; ¢ = 2229

y Sk 752 /Y Sk1// tan Sk 22,20 / y Sk 27,4; y Sk 1 /Y Sk 75,2 // tan Sk 22,29 / t/y Sk 206,5
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leferentlalquotlenten und .unbestimmte Integrale der Elementarfunkhonen
des Mathema-Stabes

(%) _ f (x) J 1 (x) dx
mxm—1 xm xm+1/ (m+1) + C
—x/V1—x® Yi— - 05x Y1—x2 + 05 arcsin x + C
V142 Y1+x® ‘ 0,5x V1+x2 + 05-arsinh x + C
x/Yx2—1 yxe—1 05x yYx*— — 0,5 qrcosh x 7 C
ex ex ex 4+ C
1/x ' Inx . S oxhx—=x+C
©cos X sin x i —cos X + C
» —sin x i ‘cos X “sinx + C 5
sect x ' tan x —Incos x + C
. —cosec?x cot x Insinx + C
), sin'x/cos? x sec X In 1 iy :::i— + C=Intan (/4 + %x/2) + C = aramp x + C
—cos x/sintx - cosec X —I ]/1 + cosx +-C
: 1—cos x
1//1—xz- arcsin x x arcsin x + Y1—x2 + C
—1/y1—x2 arccos X, ; x arccos X — Y1—x2 + C
1/ (1+x2) arctan x x drctan x — In y1+x2 + C
~ —1/(1+x?) . .arceot x x arccot X+ In yY1+x2 + C
cosh X sinh x cosh x = C
sinh x cosh x sinh x + C
sech? x tanh x In cosh x + C
—cosech? x coth x In cosh x + C ' (x) f () S (x) dx

—sinh x/cosh? x sech x . 2 arctan ex + C 1/Vx2+1 arsinh x x arsinh x — Vx2+1 + C
g =amp x + 2 + C 1/yx*—1  arcoshx x arcoshx — yx2—1 + C

/coshx 1, ¢ (1=  artanhx x artanhx + In y1—¢ + C
] coshx +.1 1/{1—x%)  arcoth'x ' x arcoth x + In ¥x=—1 + C

—cosh x/sinh? x cosech x
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Potenzreihen der reellen und der komplexen Elementarfunktionen (z =x+iy) -

5 _
M+z = > (°m5) zm = 1 + 2/2 — 2%/8 + 2516 — 24/25,6 + 25/36,57143 — 25/48,76190 + .. . - ZI< 1
"m=0 : : : :
Vil =V = (—im (%f)'/:m = Yz £ /22— 182t + 11628 — 125674 £ 1BEFTMBE —. ) - > 1
m =10 ' '
o0 : ; E :
ez =S 0/nl =1+ z + 272 + /6 + 24/24 + 120 + 29720 + 27/5040 + /40520 + .. 2} < oo
n=20 ? " et
In(1+z) = % (—1)n=1 zn/n = z — z8/2 + 23/3 — z/4 + z%/5 — 286+ 77/7 — 28/8 + 2%/9 — 29710 + .. ; zZlI< 1
n=1 ; ; ' 3
el =S (FhnaeyEnt 1)l =z F 26 + 29120 + 2/5040 + /362880 + /39 916880 + .. |z < oo .
n=0
€082 S (Funaman)l = 1F 22+ 2424 F 29720 + 2940520 + 2173 628800 + 2 479 001 600 + L5 gaps it
= n=40 . $0 ’ ’ » P
lon I S (e e )Bonzn-Y/(an)l = z /23 + 275 £ 21852941 + 24572581 T 24/1282562 - .
_ 1z < a2
n=1
i E % (F 1)n 220 Banz20-1/(2n)| = 1z F 2/3 — 29/45 T /4725 — z'/4725 + /467775 — 711/4620209 + ..
; ’ . i |Z| < '@

n=0
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e 1l % (+ 1)n E2n 220/(2n)1 = 1 % 2%/2 + zY/4,8 * 20/11,80328 + 28/29,11191 + 719/71.82756 + . . 12| < w2
sech z - ; S

n=20
cosec z ‘% (+ 1)n (22n—2) Banz2n=1/(20)1 = 1/z + 2/6 -+ z%/51,42857 £ 25/487 74193 -+ Z7/4762,20472 = .. |z1< =«
cosechz —
n=20
i = ;
oy z =ZI+ 2 (10 @n—1)2nH2n + 1) @)l = z  23/6 + 791333533 + 27224 + 79/32,91429 + 711/44,69841 + .1.
Izl <
n=1
arcces ¥ = n/2 — arcsin z
o B -
arcosh z = In2z — 3 (2n—1)1V/ (n- 220+1nl 220) = In 2z — 1/42% — 1/10,666672¢ — 1/19,226 — 1/29,2571428 — .. |z1> 1
n=1
arctan z 3 (F Ozt (2n+1) =z F 295 + 285 F 27 + 299 T 211 + 71913 T 25415, <1
artanh z —
n=20
arccot z = arctan Yz (Ml =2.4.6...2n
arcoth z = artanh /z (Zn—)Il = 1.3.5. .. (2n—1)

aresec T = arccos /z
arsech z = arcosh ¥z

Die Beschrénkung auf die ersten Glieder der Potenz-
arccosec z = arcsin Yz reihen ergeben N&herungsformeln fir die Funktio-
arcosech z = arsinh 1/z nen bei kleinen bzw. groBen Argumenten.
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Komplexe

systeme

z=x+ iy
r=lzl= vty

p=argz=arctany/x £ 2xm
z=r(cosp+ishg)=re'?= r129/% (Euler)

ez = ex (cos y -+ isiny)

cosg = (ei¢ + e-iv)/2
L sing = (ele —e-ie)/2i
sinix = [sinhx
cos ix = cosh x
“tanix = Itanhx -
cot ix = —i coth x
sinz = sin x cosh y +

+1icos x sinhy
cosz = cos x coshy +
—isinxsinhy

sin2x + 1 sinh2y

tanz = cos2x + coshy

sin2x — | sinh2y

ColzZ = ros2x + coshly
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Funktionen, konforme Abbildungen und ebene orthogonale Koordinaten-

x = |z] cos @

y = |zl sin @

m = ganze Zahl

zh =1 (cosng + isinng) =
m eing= n i2n¢ /= (Moivre)

Inz=1Injz| +ig

"lnz=(nZm=o

sinhix = 1sinx
cosh ix = cos X
tanh ix = itanx
coth ix = —I cot x
sinhz = sinh x cos y +

+icoshxsiny

coshz = cosh x cosy +
~+1 sinh x sin y
L oE sinh2x + | sin2y
s cosh2x + cosly
e sinh2x — i sin2y

cosh2x — cosZy



arcsin iz = i arsinh z = iIn (z + V1+2%)

arccos iz = —i arcosh iz = *iIn (z + y1+2%) + %2

arctanjz =" iartanh-z= ilIn I/:;_"E

_arccotiz = —iarcothz = —i In i—t}
4
arcsin z = —i arsinh iz = —i In (iz + y1—z?)
I i > :

arccos z+= —i arcosh z = i In (z + 1 y1—22)
f ~‘arctan'z = —i artanh iz =—i In ]/1"‘_::
arccot z = . i arcoth iz = —i 'In’VfZ;’
- ¥ iz-H1

\

‘Fir eine analytische fﬁnlit!on Z=1(z) =Xfxvy)+ i‘f (x,y) gelteﬁ_ die Cauchy-Riemannsche Differentlalgleichung

X _3Y e R A '
5x 8y : S T T
und die Laplacesche Pbtemigl'glei'ch'u'ngr ;
eI A bt B Ry
: ﬁi’f L : ; gt L.;_S__: 0
,I.axl Byﬂ . ,-l_‘ : Bxﬂ Syﬂ

Eine analytische Funktion Z = f (z) vei’mi_tte!t zu einer Kurve der'z-Ebene eine konforme Abbildung in der Z-Ebene und
Umgekehrt. : i : ; '
X (x; y) und Y (x, y) sind harmonische Funktionen.

Die konforme Abbildung eines orthogonalen Koordinatennetzes ergibt wieder éin orthogonales: Koordinatennetz.
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Parabolische Koordinaten

7 =z , Z = Vz

Die Z-Ebene hat zwei Riemannsche Fldchen mit den Verzweigungspunkten Z = O und Z = oo; in diesen singuléren
Punkten ist ' (Z) = O oder = cc.

X4 iY = x2—y? + 2ixy x + iy = V(R + X)/2 + i V(R — X)/2

Y; = 2y Vy® + X, konfokale Parabeln firy = c. y1 = Y/Zx, gleichseitige Hyperbeln fir Y = ¢.

Y, = 2x ¥x®2 — X, konfokale Parabeln fir x = c. y: = ¥x2—X, gleichseitige Hyperbeln fir X =

Rel¢= r2eti¢, Polarkoordinatén mit verdoppeltem Argument. reie = ¥R e"'fz Polarkoordinaten mit hulbiertem
Argument.

Polarkoordinaten

Z = ez z=1InZ

Den 4 Parallelstreifen von der Breite n/2 fir y = O bis y = 2n der z-Ebene entsprechen die 4 Quadranten der Z-Ebene, -
die unendlich viele Riemannsche Fldchen hat. '

X 4+ iY = eXcos y + i eXsiny ‘ Xx+iy=InR+ig

Y: = X tan y, Geraden durch den Nullpunkt fir y = y1 = arcsin YeX £ 2am

Y: = yex — X2, Kreise um den Nullpunkt fiir x = c. y: = arccos XeX x 2am

Reiy = ex . ely r (cosp + ising) =InR + iy
R = ex r= ¥(In R + yr

y =y ; ¢ = arccos ((In R)/r)

Transformation durch reziproke Radien, Inversion

= 1/z z=1Z
X + Y = x/rt — iy/r?
Y1 = — 1/2y + V1/4y® — X2, Kreisbischel fir y = ¢, die reelle Achse beriihrend; Dipol.
Y. = + YX/x — X, Kreisbischel fir x = ¢, die imagindre Achse berihrend; Dipol.
Reiv = 1/reie
R = 1/r, Spiegelung am Einheitskreis.
Y = —q, Spiegelung an der reellen Achse.
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Elliptische Koordinaten

Konfokale Ellipsen und konfokale Hyperbeln mit den Brennpunkten in Z = + 1 bzw. Z = + |,

Z = sin z; X2/cosh?y + Y?/sinhty = 1; X2/sin2x — Y?/cosix = 1.
Z = cos z; X2/cosh?®y + Y2/sinhty = 1; X?/cos’x — Y%/sin®x = 1.
Z = sinh z; —X?/cos?y + Yo/sinty = 1; X2/sinhtx + Y%/cosh®x = 1.
Z = cosh z; ' Xcosly — Yisinty = 1; X?/cosh?x + Y2/sinh®x = 1,

Die Bilder der Koordinaten filr Z = sin z, cos z und cosh z stimmen miteinander Gberein (Brennpunkte in Z = + 1), die
der Koordinaten fiir Z = sinh z sind hiergegen um 1L gedreht.

Uberlagerung des kartesischen und des reziproken Netzes, Dipol im geraden Strom
Z=z+ 1z iZ =iz —1/iz z=105Z% y0,25 2: —1
X+i¥Y =x+ x/t + iy —y/r)

= (r+ 1/r)cos o + i (r—1/r) sin @

Die kartesischen Koordinaten der z-Ebene ergeben in der Z-Ebene das Bild der Stromung um den Einheitskreis (Stré-
mungslinien und Aquipotentiallinien), ebenso das Bild der Strémung .im Einheitskreis.

Der Einheitskreis der z-Ebene geht in die Gerade von X = —2 bis X = +2 der Z-Ebene iber.

Die anderen Kreise um den Nullpunkt der z-Ebene ergeben konfokale Ellipsen in der Z-Ebene mit den Brennpunkten in
X = £2, wdhrend aus den Geraden durch den Nullpunkt der z-Ebene konfokale Hyperbeln in der Z-Ebene mit den
genannten Brennpunkten werden.

Kreise durch die Punkte z = + 1 gehen in Kreisbogen der Z-Ebene Uber.
Kreise durch den Punkt z = —1 mit dem Punkt z = + 1 in seinem Innern gehen in Joukowski-Tragfligelprofile Uber.
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Quelle und Senke gleicher Stéirke, Bipolarkoordinaten

Z = tanh 212 z=1In(Z+1) —In (z—1):|n%f_:

Z = coth 772 z=Ih(1+2Z)—In(1—2) = In 1+§

Ry = | cosec y |, Kreisbiischel firy = cum X = 0, Y = + cot y durch die Pole X = + 1.

R: = | cosech x |, apollonische Kreisbiindel fir x = c um X = + coth x, Y = O.

Z = tan z/2 z=—i|n(1+iZ)+iIn(1—-iZ)=—|‘In1+_:§

Z = cot 22 z=—iln(iZ—1) +iln(Z+1) =iln ;§+'1|
| —

Ri = | cosech y |, apollonische Kreisbiindel firy = cum X =0, Y = £ coth y.

R: = | cosec x |, Kreisbischel fir x = cum X = + coty, Y = 0 durch die Pole Y = *1.

Zwei Quellen oder Senken gleicher Starke

Z=vez+1 z=1In{Z—1) + In(Z+1) = In(22—1)
x = 05In(R*—2 R2cos2y + 1)
y = arctan sin2y
cos 2¢ — 1/R?

Die Parallelen zur reellen Achse in der z-Ebene werden zu Hyperbeln in der Z-Ebene; sie gehen durch die Pole X =
+ 1, ihre Asymptoten durch den Nullpunkt.

Die Parallelen zur imagindren Achse in der z-Ebene werden zu konfokalen Cassini-Kurven in der Z-Ebene mit den Brenn-
punkten in X = *1; insbesondere geht die imagindre Achse der z-Ebene in die Lemniskate der Z-Ebene iiber gemdf

der Gleichung R = J'2 cos 2V.
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